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Prof. Dr. Franz Magyar 60 Jahre. 


Prof. Dr. Franz Magyar wurde am 6. Mai 1894 in Wien geboren und studierte 
an der Technischen Hochschule seiner Heimatstadt Maschinenbau. Nach Ablegung 
der 1. Staatspriifung im Jahre 1915 muBte er seine Studien unterbrechen und riickte 
nach Absolvierung der Reserveoffizierschule mit dem Inf.-Reg. 91 zur Siidfront ein. 


Aber schon 1916 erfolgte seine Versetzung zu der in rascher Entwicklung begriffenen 
Luftfahrttruppe, die ihm aufer der praktischen Lehrzeit auch bald das theoretische 
Interesse vermittelte, das, seinen kiinftigen Lebensweg kennzeichnend, ihn mit den 
damals neuen Fragen der Aerodynamik in immer stirkerem Mafe verband. In diesen 
Abschnitt fallt auch seine Mitarbeit mit der neu gegriindeten Luftschifferwerft (1917), 
wo er zuerst mit der Werkstittenleitung betraut wurde, um dann sich theoretischen 
und versuchstechnischen Problemen zu widmen. Als junger Leutnant der Reserve 
erhielt er die Aufgabe, alle mit dem Bau und Theorie zusammenhangenden Fragen 
der Fallschirmsysteme zu studieren und Vorschlage fiir die weitere Entwicklung und 
der Einrichtung bei der Truppe durchzufihren. 

Nach der Beendigung des Krieges widmete sich Magyar wieder seinen Studien 
und legte im Jahre 1919 die 2. Staatspriifung an der Technischen Hochschule in 
Wien ab, um anschlieBend bei seinem Lehrer, Hofrat Prof. A. Budau, als Assistent 
einzutreten. Mit seiner Bestellung als a. 0. Assistent erfolgte gleichzeitig ein Lehr- 
auftrag fiir Hydraulik an der Technischen Hochschule, einem Arbeitsgebiet, dem sich 
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Magyar nunmehr mit gré8tem Kifer widmete und seine hervorragende Eignung als 
akademischer Lehrer eines der schwierigsten Stoffe bald erwies. 

Im nichsten Jahr (1921) erfolgte seine Bestellung als Professor an der Bundes- 
lehranstalt fiir Maschinenbau und Elektrotechnik in Wien X, an der Magyar Mechanik, 
Maschinenkunde und Physik lehrte und das elektrotechnische Laboratorium betreute. 
Daneben behielt Magyar seine Tatigkeit an der Technischen Hochschule bei Hofrat 
Budau bei, um nach dessen im Jahre 1923 erfolgten Ableben die Supplierung der Lehr- 
kanzel und die Leitung des hydromechanischen Laboratoriums zu iibernehmen. 
Am 10. Juli 1923 wurde Magyar mit Auszeichnung zum Doktor der Technischen 
Wissenschaften promoviert und am 24. Oktober 1927 erfolgte seine Habilitierung als 
Privatdozent aus den Fachern der Strémungslehre (Ausgewahlte Kapitel der Hydraulik, 
Strémungslehre und spezielle Probleme der technischen Strémungslehre) an der 
Technischen Hochschule Wien. 

Damit begann ein reiches arbeitsames Wirken, dem schon vorher eine vielfaltige 
praktische Tatigkeit bei verschiedenen Industriefirmen vorausgegangen war. In 
diesen Zeitraum fallt auch die Bearbeitung des Kapitels ,,Dampfpumpen* des von 
Hofrat Budau herausgegebenen Buches iiber ,,Vorlesungen iiber Pumpen“, dem sich 
die Herausgabe der Vorlesungen Budaus iiber Wasserkraftmaschinen anschloB. Die 
Ernennung zum Honorardozenten fiir Enzyklopidie der Wasserkraftmaschinen an 
der Fakultat fiir Bauingenieurwesen und seine enge Verbundenheit mit der von ihm 
betreuten Lehrkanzel, die in Prof. Dr. Feifel ihren neuen Vorstand erhalten hatte, 
gaben Magyar immer mehr Gelegenheit, seine auBerordentliche Begabung, schwierige 
Probleme seiner Horerschaft verstandlich vorzutragen, unter Beweis zu stellen. Aus 
der reichen Fiille seiner wissenschaftlichen Tatigkeit entstanden nun eine Reihe 
bahnbrechender Veroffentlichungen, die seinen Namen bald in alle Welt hinaustrugen. 
Auf Grund dieser fruchtbaren Tatigkeit wurde ihm 1937 der Titel eines a. 0. Professors 
verliehen. 

Mit dem Einzug der Naziherrschaft muBte Magyar, der stets ein aufrechter, gerecht- 
denkender Forscher war, aus dem Offentlichen Dienst ausscheiden. Aber seine wissen- 
schaftlichen Fahigkeiten hatten ihn zu einem unentbehrlichen Mitarbeiter der Industrie 
gemacht, auf den schwer verzichtet werden konnte. In engster Verbundenheit mit 
der Technischen Hochschule entstanden grundlegende Forscherarbeiten an dem 
Feifel-Zyklon, die zu einer Zusammenarbeit mit den Firmen Mann & Hummel, Ludwigs- 
burg, und zu einer von Prof. Feifel veranlaBten Konsulententatigkeit bei der Firma 
Lurgi, Frankfurt/Main fiihrten. Daneben war Magyar wissenschaftlicher Mitarbeiter der 
Garvenswerke, Wien, und ab 1. August 1943 Leiter des Konstruktionsbiiros der 
Firma Hutter & Schrantz, Wien. 

Im Mai 1945 wurde Magyar zum Vorstand des Institutes fiir Strémungslehre 
der Technischen Hochschule ernannt und iibernahm damit die Vorlesungen iiber 
Strémungslehre und Kreiselverdichter als 0. 6. Professor, welche Ernennung auf 
Grund eines primo- und unicoloco-Vorschlages des Professorenkollegiums der Hoch- 
schule am 17. Dezember 1945 ausgesprochen wurde. Seine stete Sorge galt der Heran- 
bildung tiichtiger junger Ingenieure, denen er in seinen Vorlesungen und Ubungen 
jene theoretische und praktische Grundlage vermittelte, die ihm bald den Ruf eines 
ausgezeichneten Lehrers weit tiber die Grenzen seines Heimatlandes verschaffte. 
Seine Vorliebe fiir die theoretische Forschung, die aber stets von praktischen Versuchen 
begleitet war, hat er mit groBem Verstindnis auch auf seine Schiiler tibertragen. 
Gerade die Nachkriegsjahre haben in ihm einen unermiidlich titigen Lehrer und 
Forscher gefunden, der bestrebt war, seiner Hochschule wieder zu dem Ruf zu ver- 
helfen, der Wien stets ausgezeichnet hatte. Die Ausgestaltung seines Laboratoriums 
mit den geringsten Mitteln zu einer Stiitte vorbildlicher Forschung war ihm besonders 
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ans Herz gewachsen und trotz der groBen Belastung, die ihm durch den Lehrberuf 
auferlegt war, fand er Zeit, auch den damals im argen liegenden 6sterreichischen Fach- 
zeitschriften zu einer neuen Bliite zu verhelfen. Er tibernahm am 1. September 1945 
die wissenschaftliche Leitung der neugegriindeten technischen Fachzeitschriften des 
Springer-Verlages, Wien, und gemeinsam mit Prof. Dr. Wolf die Schriftleitung des 
neuerscheinenden Osterreichischen Ingenieur-Archivs, das heute zu den angesehensten 
Fachorganen der theoretischen technischen Wissenschaften der Welt gehort. 


In den Studienjahren 1946/47, 1947/48, 1948/49 und 1949/50 war Prof. Dr. Magyar 
Dekan der Fakultiét fiir Maschinenbau, nachdem 1948 die Lehrkanzel fiir Wasser- 
kraftmaschinen und Pumpen mit seinem Institut vereinigt wurde. In diesen Jahren 
hat Magyar unermiidlich fiir das Wohl seiner Studenten gewirkt und in unendlicher 
Kleinarbeit bei dem Wiederaufbau der Hochschule seine grofen Erfahrungen zur 
Verfiigung gestellt. Er hat dafiir gesorgt, da die Maschinenbaufakultaét wieder die 
Bedeutung erhielt, die sie auszeichnete und damit sich fiir die Technische Hochschule 
Wien unvergangliche Verdienste erworben. Seine iiberragenden Kenntnisse auf dem 
technischen Sektor brachten ihm die Ernennung zum fachtechnischen Mitglied des 
Patentgerichtshofes (1947) und 1948 die Ernennung zum Berater des Arbeitskreises 
Wasserkraftmaschinen im Rahmen des Bundesministeriums fiir Vermégenssicherung 
und Wirtschaftsplanung, und schlieBlich zum Mitglied des Kuratoriums der Versuchs- 
anstalt fiir Warme-, Kalte- und Strémungstechnik. 


In letzter Zeit hat Magyar die strenge Theorie einer neuartigen Diise aufgestellt, 
die durch eigene Versuche in seinem Laboratorium bestitigt wurden und deren Aus- 
fiihrung in vielen Kulturstaaten geschiitzt wurde. Diese Versuche fanden lebhaftes 
Interesse bei der Industrie und fiihrten zu weiteren Gemeinschaftsarbeiten, die ein 
groBes Anwendungsgebiet dieser Einrichtung ergaben. 


In Magyar vereinen sich gliickhaft zwei Naturen: Der Lehrer Magyar versteht 
es in ausgezeichneter Weise, seinen Schtilern die mitunter schwierigen Probleme seiner 
Lehre in verstandlicher, leichtfaBlicher Form in tiberaus lebendiger Art zu vermitteln, 
die Freude an selbstaindiger Arbeit zu entfachen und damit die Grundlage zu geben, 
die den 6sterreichischen Hoérer immer auszeichnen wird. Der Forscher Magyar aber 
mit seinem immensen theoretischen Wissen findet immer elegante Losungsmdéglich- 
keiten, deren theoretische Fassung dann durch eine klare praktische Untersuchung 
gefestigt wird. Er ist der Typus des ésterreichischen Gelehrten und Forschers. Seine 
groBe Bescheidenheit, seine stete Hilfsbereitschaft und seine geniale Begabung haben 
ihm in allen Kreisen nur Freunde gewinnen helfen, nicht nur als Wissenschaftler, 
sondern auch als Mensch, der stets fiir seine Untergebenen Rat wei und den seine 
Kollegen und Schiiler in gleicher Weise verehren und schétzen. Stets dankbar werden 
sich diese erweisen fiir sein groBes Interesse, das Magyar dem Gedeihen und der Weiter- 
entwicklung unserer Hochschule entgegenbringt. Unsere Winsche fir ein weiteres 
Wohlergehen begleiten ihn; mége seine Schaffensfreude zum Wohle der ésterreichischen 
Wissenschaft auch weiterhin uns und unserem Lande voll und ganz zur Wirkung 
kommen. H. Melan. 


Originalarbeiten. 


1. Mitarbeit am Lehrbuch der Hydraulik von Prof. Ing. A. Budau, 3. Aufl. Wien und 
Leipzig: Fromme. 1921. 

2. Kapitel ,,.Dampfpumpen“ der Vorlesungen uber Pumpenbau von Prof. Ing. A. Budau, 
unter Mitwirkung von Ing. K. Tindl, Ing. F. Magyar, Ing. H. Schindler. Wien und Leipzig: 
Fromme. 1921. } 

3. Vorlesungen aus Wasserkraftmaschinen, II. Teil, von Ing. F. Magyar und Ing. 
H. Schindler. Selbstverlag der Lehrkanzel fiir Wasserkraftmaschinen. 

4. Beschleunigungs- und StoBprobleme beim hydr. Widder. Diss., Wien. 
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wirtschaft, Wien 1924, H. 8, 9, 10, ll. 
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Z. osterr. Ing.- u. Architekten-Ver. Nr. 11/12 (1930). 


. Das Wirbelsystem der ebenen turbulenten Strémung (1. Fassung). 
. Das Wirbelsystem der ebenen turbulenten Strémung. Z. angew. Math. Mechan. 12, 


H. 3 (1932) (erweiterte Verdffentlichung). 


. SchweiBen im Turbinenbau. Die Wasserwirtschaft, Wien 1933, Nr. 7/8. 
. Beitrag zur Turbolenztheorie. Von F. Magyar und F. Kracmar. Physik. Z. Nr. 6 


(1933). 


. Ein Rohrleitungsproblem. Die Wasserwirtschaft, Wien, Nr. 22 (1933). 
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. Das Turbolenzproblem. Von F. Magyar und F. Kracmar. Die Wasserwirtschaft, Wien, 


Nr. 2/3 (1934). 
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keit. Die Wasserwirtschaft, Wien, Nr. 20—22 (1934). 
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38. Naherungsweise Beriicksichtigung der Reibung bei einer Wirbelsenkstré- 
mung. Maschinenbau und Warmewirtschaft 7, H. 4 (1952). 

39. Entwicklung einer neuen Zerstauberdiise fiir die Herstellung im Spritz- 
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40. Untersuchung des Diffusors eines Schichtgeblases. Von F. Magyar und E. Pollak. 
Maschinenbau und Wirmewirtschaft 8, H. 5 (1953) 


41. Uber hydrodynamische Kennzahlen. Osterr. Ingenieur-Arch. 7, H. 2 (1953). 


Uber Schwingungen von Systemen mit zwei Freiheitsgraden. 
Von A. Basch, Wien. 


Zusammentassung. Die Bewegung eines Systems von zwei Freiheitsgraden in der Umgebung 
der stabilen Gleichgewichtslage wird auf dasjenige Paar von Richtungen bezogen, die sowohl 
beziiglich der Ellipsen konstanter Bewegungsenergie als auch beziiglich der Ellipsen konstanter 
Lagenenergie einander zugeordnet sind. In einer derartigen Darstellung entfallen in beiden 
Energien die die Unitibersichtlichkeit hervorrufenden Produktglieder, die mechanisch betrachtet 
Kupplungen bedeuten. Die Bewegung ist dann als Zusammensetzung zweier einfacher harmo- 
nischer Schwingungen erkennbar. 


Summary. The movement of a system of two degrees of freedom in the environment of the 
position of stable equilibrium is referred to that pair of directions which are co-ordinated in 
respect to each other in regard to the ellipses of konstant kinetic energy as well as in regard to 
the ellipses of constant potential energy. This manner of présentation does away in both energies 
with the product members rendering survey most difficult which from the mechanical angle 
represent couplings. Then it is seen that the movement is the result of two simple harmonic 
oscillations. 


Résumé. Le mouvement d’un systéme 4 deux degrés de liberté dans les environs de la position 
de l’équilibre stable est rapporté au paire de directions qui sont coordonneés l’une & Vautre quant 
aux ellipses de l’énergie cinétique constante et également quant aux ellipses de l’énergie poten- 
tielle constante. Une présentation de ce genre élimine, dans les deux énergies, les membres du 
produit qui entravent la clarté et qui du point de vue mécanique représentent des accouplements. 
C’est alors qu’on reconnait que le mouvement en question est le résultat de deux simples oscilla- 
tions harmoniques. 


Die Lage eines Systems mit zwei Freiheitsgraden sei durch Angabe zweier all- 
gemeiner Lagekoordinaten q, und q, oder eines sie vereinigenden Vektors q = (qy, 2) 
gegeben. Die Lage (¢, = 0, q, = 0) stelle eine stabile Gleichgewichtslage des Systems 
dar. In der Umgebung dieser Lage kénnen wir Ausdriicke von dritter und hdherer 
Ordnung beziiglich der verallgemeinerten Koordinaten q, und g, sowie deren zeitliche 
Ableitungen ¢, und g, vernachlassigen. Bewegungs- und Lagenenergie sind positiv 
definite quadratische Formen der verallgemeinerten Geschwindigkeiten bzw. der ver- 
allgemeinerten Koordinaten: 


T= = (My 97? + 2429192 + Moo Fo"), (1) 


V= = (C11 917 + 26129192 + C222"): (2) 


M11) Myy, Mo Sind die reduzierten Massen, ¢31, C12 Coe die reduzierten Riickfiihr- 
krafte in der Gleichgewichtslage. Fiir die Determinanten der beiden quadratischen 
Formen gilt 

My, Mog— My" > 0, C41 Cog — Cg" > O. (3) 

AuBerdem sind m,,, Mo, C11, Cog immer positiv. m4, + 0 bedeutet Vorhandensein 
von Massenkopplung, c,, + 0 Vorhandensein von Kraftkopplung. 

Fiir die reduzierten Massen gilt die Ungleichung (3) ganz allgemein, fiir die redu- 
zierten Riickfiihrkrafte kennzeichnet sie die Stabilitat der Gleichgewichtslage. 
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In der g-Ebene enthalt die Ellipsenschar 7’ = konst die Linien konstanter Be- 
wegungsenergie, in der q-Ebene die Ellipsenschar V = konst die Linien konstanter Lagen- 
energie (Niveaulinien). Wir wollen im allgemeinen annehmen, daB die beiden Ellipsen- 
scharen nicht ahnlich und ahnlich liegend sind, daB also nicht die Relation besteht 


M1: My: Mog = C11: Cyp: Cogs (4) 
Die Bewegung werde ausschlieBlich durch die die Lagenenergie kennzeichnenden 
Feldkrafte beeinfluBt, die zu den Ellipsen konstanter Lagenenergie senkrecht stehen. 
Es liege weder Dampfung noch eine Stérung vor. Die Lagrangeschen Bewegungs- 
gleichungen lauten dann 

Mair G1 + M4242 + C1191 + C192 = 9, | (5) 

M291 + M242 + C1291 + Condo = 0. } 
Wir wollen die zu den Ellipsen 7 = konst ahnliche und ahnlich liegende Ellipse 


1 
FA (41,92) = 7 (1743 937 + 242.9192 + Me 92") = 1 (6) 
als ,,Tragheitsellipse‘ und die Ellipse 
1 
V (41; Ye) = 7 (C41 91” + 26129192 + Con G2”) = 1 (7) 


als ,,Hlastizitatsellipse‘‘ bezeichnen. 
Wir wahlen nun zwei beliebige konstant gehaltene Vektoren 
a® = (qs, G2), 9 = (1, as), (8) 


als ,,Grundvektoren‘‘, von denen wir zunachst nur voraussetzen, daB sie nicht kolinear 
sind, so daB 


q@ x q°) = qi) qe? — gq, qo) +0 (8’) 
Dann ist jeder beliebige Vektor der q,, g.-Ebene in der Form darstellbar 
1 
9 = Ve (Pa + P2q™) (9) 
und jede Geschwindigkeit durch 
: alee , 
= ye a + 29). (10) 


Der letzten Vektorgleichung entsprechen die Skalargleichungen 


: aes : 
Lh = Vy (An + Pan), 
1 (10a) 
Ga y2 (F192 + G22). 


y, und g, sind ,,neue Lagekoordinaten‘. (10a) in (1) eingesetzt gibt fiir die Be- 
wegungsenergie den nach den neuen Geschwindigkeiten ¢, und @, geordneten Ausdruck 


Lael 2 27° 
T= > + [141 GO + 2 yoy) Go) + tog Go*] G2 + 
+ [my 1 G1 + my (GM Go + Go? G1) + Mop qo Gs”) G1 Po + 
1 2 rats 
7 7 [my 1 ™* + 2 myo, go) + Mog Qo 192%. (11) 


Setzt man fest, dab die Endpunkte von q® und q® auf der Tragheitsellipse (6) 
liegen, so werden die Faktoren von ¢,2 und @,? innerhalb der geschlungenen Klammer 
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von (11) Eins. (Normierung.) Wahlt man auBerdem die Richtungen von gq und q® 
derart, daB 


M191 Gy + mys (Qu J + gl) G5) + 19990 go?) = 0, (12) 


so nimmt der Ausdruck fiir die Bewegungsenergie die einfache Form an 
eis é 
= zy (Pr° + 2°). (13) 


(12) bedeutet, da die Richtungen der beiden Grundvektoren gq und q®) beziiglich 
der Ellipsen konstanter Bewegungsenergie (auch beziiglich der Tragheitsellipse) kon- 
jugierte Richtungen darstellen, denn man erhalt sie aus (6) oder (7) durch Ableitung 
nach g, und Ersetzen der Komponenten von q durch jene von g™ 


dq.) ca My, q) + M4. q2) te Jo”) 


dq,“) Mrz G1 + Myo 9) =a qi)? 


(14) 


was mit der Aussage (12) identisch ist. Die Richtungen von q und q‘®), die bisher 
noch nicht eindeutig festgelegt sind, mégen nun derart gewahlt werden, daB sie auch 
beziiglich der Ellipsen konstanter Lagenenergie konjugiert sind. Dann miissen die zu 
der durch q,:q, gegebenen Richtung in den beiden Ellipsenscharen konjugierten 
Richtungen mit den Richtungskoeffizienten 


a Nh + M42 Jp und C41 V1 + C12 Wo 
Myo G1 + Mee Jo C12 U1 + C22 Uo 


tibereinstimmen, was die Bedingung liefert 


(C41 Myq — CQ M43) V1? + (C41 Mag — Cop M41) U1 Jo + (Cra Mag — Cog Myo) Jo? = 0. (15) 


Aus ibr erhalt man fiir die Richtungskoeffizienten der in beiden Ellipsenscharen 
konjugierten Richtungen 


re: Usa (Cog M4 — C4, Mg9) V (C11 Mag — Cog M11)® — 4 (Cy Mg — Cao M42) (Cx M43 — C42 M43) 


1 2 (C13 Mog — Cog Mp) 
(16) 


Die zu den so gekennzeichneten Richtungen gehérigen konjugierten Halbmesser 
der Tragheitsellipse (6) sind die nunmehr bis auf den bedeutungslosen Richtungssinn 
eindeutig bestimmten ,,normierten Higenvektoren‘‘ der Schwingung. 


Die Tragheitsellipse (6) wird in den Endpunkten der Eigenvektoren von Ellipsen 
konstanter Lagenenergie beriihrt, und zwar in den Endpunkten des einen der beiden 
konjugierten Durchmessers von auBen, in den Endpunkten des anderen konjugierten 
Durchmessers von innen. In den beiden ersten Punkten besitzt das Potential auf den 
Punkten der Tragheitsellipse ein Maximum, in den beiden anderen ein Minimum. 
Diese bedingten Extreme des Potentials sind absolute Extreme der Funktion V— 2H. 
Dementsprechend 


i aA AH) = (€4 — A My) G1 + (Crg—A M2) V2 = O,; 
1 


(17) 
elem, = (Cg — A M2) G1 + (Coz — A Mo9) Fo = O- 
2 
In disem sogenannten ,,Eigensystem“ bedeutet 1 den Lagrangeschen Multiplikator. 
Da die triviale Lésung g, = 0, q, = 0 zu (6) in Widerspruch stiinde, mu8 die 
Koeffizientendeterminante von (17) verschwinden, also 


AA) = (Ga— A M43) (Cx — A Mogg) — (C12 — Ams)? = 
= (My Mg — M43”) J? — (641 Mgq + Cyq My, — 2 Czy Mp) A + (C41 Cog — C19”) = 0 (18) 
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sein. Die erste Gleichung des Eigensystems (17) mit q,, die zweite mit q, multipliziert 
und addiert ergibt 
2(V—AH)=0 (19) 
und mit Riicksicht auf (6) 
V =, (20) 


d. h. die Extremwerte des Potentials auf der Tragheitsellipse stimmen mit den beiden 
Werten des Multiplikators 2 (Eigenwerte) iiberein, sind daher zufolge (18) 


Peas C11 Mo2 + Cos My, — 2 Cys My V (C11 Mop + Cyy M44 — 2 C49 M4)? — 4 (C44 Cog — C1g”) (1741 MQ — 49”) J 
2 (M41 M3 — M43”) 

(21) 

Beide Lésungen A® und A® sind positiv, da A(A) fiir das Argument Null positiv 
und fiir die beiden positiven Argumente ¢,, : m4, = % 2 UN Cy. : Mz. = %2 negativ wird. 
Die gréBere Wurzel A, d. i. das Maximum von V auf H =1, ist gréBer als der 
groBere der beiden Werte 2 und x,2, die kleinere 2@, d.i. das Minimum von V 
auf H = 1, liegt zwischen Null und dem kleineren der beiden Werte ~,? und x,?*. 


Hier sei auf die algebraische Identitat der Ausdriicke unter den Wurzelzeichen 
von (16) und (21) hingewiesen 
D? = (64, Mog + Coo M11 — 2 Cyy Myo)? — 4 (C43 Cog — C49”) (yy Mog — M49”) = 
= (C41 Mag — Cop M41)® — 4 (C2 Mog — Cog M42) (C11 Mg — C1233). (22) 
Sie besagt, daB die Gl. (15) und (18) die gleiche Diskriminante besitzen. 


Die Eindeutigkeit der Zuordnung zwischen Richtung und Wert von A ist durch 
Einsetzen einer der Wurzeln von (21) in eine der Gl. (17) durch 


AO) eles CIS a IT ga Clam AO mas 


(i = 1, 2) (23) 


oi: oe a its Cae aa 1@ M9 
gegeben. 

In den Endpunkten der von der Gleichgewichtslage (Ursprung) gezogenen Eigen- 
vektoren q und q® nimmt das Potential die Werte A und 4@) an. Die neuen Lage- 
koordinaten gy, und g, sind in diesen Punkten (1, 0) bzw. (0, 1). Die Vektoren der 
Schnittpunkte der Higenvektoren mit der Elastizitatsellipse (V = 1) sind q™ : /4® bzw. 


qg®:/ 4. Das Potential besitzt durch die neuen Lagekoordinaten (Orthogonalkoor- 
dinaten) ausgedriickt die einfache Form 


Y= = (AD py? + AP) 2). (24) 


Im Ausdruck der Bewegungs- und der Lagenenergie durch Orthogonalkoordinaten 
tritt kein Produktglied, also weder Massen- noch Kraftkopplung auf. Die Lagrange- 
schen Bewegungsgleichungen lauten in Orthogonalkoordinaten 


i+ AD yp, =0, G+ 12 Po = 0. (25) 


Die Bewegung in der Umgebung der stabilen Gleichgewichtslage setzt sich aus 
zwei voneinander unabhangigen harmonischen Schwingungen in den Richtungen 
der Kigenvektoren zusammen, d.i. in denjenigen Richtungen, die sowohl in den 
Ellipsen konstanter Bewegungsenergie als auch in den Ellipsen konstanter Lagen- 
energie einander zugeordnet sind. 


* Vgl. z. B. H. Ziegler, Mechanik, Bd. III, Basel 1952, S. 88. 
(Hingegangen am 6. April 1954.) 


R. Bruniak: Uber die Rickstr6mung in der Grenzschicht beim VerdichtungsstoB. 87 


Uber die Riickstrémung in der Grenzschicht beim VerdichtungsstoB8. 
Von R. Bruniak, Wien. 
Mit 2 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Unter einschrankenden Annahmen wird ein theoretischer Ansatz ver- 
sucht, um die bei Versuchen gefundene Riickstromung und Verdickung in laminarer Grenzschicht 
zu erklaren. 


Summary. Under certain restrictive suppositions a theorem is developed for explaining the 
back flow and the thickening in the laminary boundary layer as ascertained by way of experiments 
and tests. 


Résumé. En admettant certaines restrictions l’auteur s’efforce d’établir une proposition 
théorique pour expliquer le courant de retour et l’épaississement dans la couche laminaire limite 
qui ont été constatés & la base d’essais. 


Die komplizierten Vorginge, die durch die gegenseitige Beeinflussung von Ver- 
dichtungssto8 und Reibungsschicht auftreten, sind theoretisch noch sehr unvoll- 
kommen erfaft. J. Ackeret, F. Feldmann und 
N. Rott! und W. Liepmann? haben daher syste- 
matische Versuche ausgefiihrt, bei denen die 
Reynoldssche Zahl und die Mach-Zahl unabhangig 
voneinander verandert wurden. Diese Versuche 
haben interessante Ergebnisse und verschiedene 
Aufklarungen gebracht. Wenn in der folgenden 
Arbeit ein theoretischer Ansatz versucht wird, so 
ist dies nur insofern moglich, als gewisse ein- 
schrankende Annahmen gemacht werden und nur 
ein Ergebnis der Versuche herausgegriffen wird. 

Ks handelt sich darum, die bei den Versuchen z 
gefundene Riickstrémung bei laminarer Grenz- pbb. 1. Geschwindigkeitsverteilung 
schicht und die allgemein beobachtete Verdickung in der Grenzschicht nach dem Sto8. 
der Grenzschicht zu erklaren. 

Wenn man annimmt, da? ein VerdichtungsstoB in einer Stromung, die von einer 
Wand begrenzt ist, entsteht, so wird dieser in die Grenzschicht, die sich bildet, hinein- 
gehen. Da man fiir die Ausbildung des StoBes eine Uberschallgeschwindigkeit an- 
nehmen muB, so wird in der Grenzschicht ein Ubergang von der Geschwindigkeit 
der ungestérten Strémung bis zur Geschwindigkeit Null an der Wand erfolgen. 
Zwischen diesen Werten bildet sich die kritische Geschwindigkeit aus und man kann 
daher die Grenzschicht in zwei Teile teilen, deren wandnaher von der Geschwindig- 
keit Null bis zur kritischen und deren zweiter von letzterer bis zur Uberschall- 
geschwindigkeit der Strémung reicht. 


uz 


Nimmt man die Entstehung eines geraden VerdichtungsstoBes an, so gilt die 


bekannte Beziehung 
Uta Cr*, 


wobei u, die Geschwindigkeit vor dem StoB, u, die Geschwindigkeit nach dem Stof 
und c* die kritische Geschwindigkeit bezeichnen. Wird w, kleiner, so wird uw, gréBer 
und, da in dem der Strémung benachbarten Teil der Grenzschicht die Geschwindig- 


1 J. Ackeret, F. Feldmann und N. Rott: Untersuchungen an Verdichtungsst68en und 
Grenzschichten in schnell bewegten Gasen. Mitteilungen aus dem Institut fiir Aerodynamik 
an der ETH. Ziirich, Nr. 10 (1946). 

2 W. Liepmann: The interaction between boundary layer and shock waves in transsonic 
flow. J. Aeronaut. Sci. 18, 623 (1946). 
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keiten bis auf c* zuriickgehen, so werden die Geschwindigkeiten von wu, bis auf c* 
ansteigen. Abb. 1 zeigt diese Verhaltnisse im Prinzip. 

Betrachtet man eine Stromlinie, z. B. u,', so ist auf dieser die Energie vor und 
nach dem StoB 


Fiir p, 0 und wv kann man nun die Werte nach dem Sto8 setzen. Es gilt aber 


bh  @E DMM 61) Mere 
pp, (*«+1)—(e—1) VM," ~~ 1—oM,*’ 


wenn « = ae und M,* die kritische Mach-Zahl der Geschwindigkeit vor dem 


StoB bedeutet. p, und p, sind bekanntlich die Driicke vor und nach dem StoB. 
Aus der Kontinuitat folgt 


01 U1 = C2 Up. 
0, Dichte vor und oe, Dichte nach dem StoB. 


Ferner ergibt sich aus 
Uh era, 


Us 1 Qe 
— — —___ und ~ = M,,*?. 
Uy M,* Q1 . o* 


Setzt man die Werte p,, 0, und wu, in # ein, so folgt mit u,2 = Me 
WO — c*? 
i= — 1 ones a M* pio M,*? 5 ee 
Oder mit m = M,*? 


x Pp, 1—amt Cae 
x—1l1 oe, l—am 


19) = 


Wie bekannt, erfolgt beim StoB eine Entropiezunahme. Bezeichnet man mit s, 
und s, die Entropie vor und nach dem StoB, so ist 


1 Qu 
a [fe + 1) My*® — (* — 1) = a 
fie | tere ee sntiet bacal 


oder mit « und m 


J i asenn % 4 mae 
ey | m {’ 

Wenn man annimmt, daB p,, e, und s, auch innerhalb der Grenzschicht bis 
zur Stromlinie c* gelten, so sind # und s, Funktionen von m bzw. M,*. Es sei 
i =F (m) und. s, =G (m). 

Betrachtet man die Stromlinien zwischen y, und y, (s. Abb. 1), so wird auf ihnen # 
und s, in Abhangigkeit von M,* verschieden sein und M,* geht von 1 bis M,* der 
ungestérten Stromung auBerhalb der Grenzschicht. Fiir # und s, wird somit ein 
Gradient in der Grenzschicht existieren und man kann den Croccoschen Wirbel- 
satz anwenden’. 

Nach diesem Satz gilt 


Sg — 81 = in 


us \ 


20x w=VE_—TDs, 


wobei » die Geschwindigkeit, ty der Wirbelvektor, H die Energie, 7’ die absolute 
Temperatur und s die Entropie ist. Da H und s, langs jeder Stromlinie konstant 
sind, so ist 


=s oH 89 
VE= ea und V s, = e, By” 


° F. Magyar: Zur Ableitung des Croccoschen Wirbelsatzes. Osterr. Ingenieur-Arch. 4, H. 2 
(1950). 
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Ferner hat man 
OB _ @F em _ eM,* und 2% — @@ _@m 0M," 
oy om OM,* dy oy =——s« om OM,* dy ° 
Fir die Ableitung von F findet man 


oF % Py “%—20%m*+ am Ge 


—= —2 
Ce R= 1. 04 (1 — «m2 ae 
oF x Pp, m—2am+1 Ge s 
Cue Mile ok Gl ane ee Cee 


Setzt man 
m—2am+1 
(ee car poe 


und bedenkt, da8 nach der Energiegleichung 


% 1 : Oke Cae 1083 
x—l1 Q, De i ek Te ea 20” 
so folgt 
or er) Uy? c*2 * 
am | 2 2 2 | ee 
oF ot? 7 B Uz? 4 
ome =| (4 1) 2 p| m-, 
or GX Oi eee 0" (Lee) 
ae ( 5) WY 9 p) m mit Wea es eon am)? * 
Fiir die Ableitung von G findet man 
0G R ( ee Oak = 
ih Ah teal as ne.) (rn) ol) i 


Beim StoB tritt eine Temperaturerhohung ein und es ist 


T=T, (24+) 
2 m 
Fur den betrachteten Fall gilt nun 
€y OC, es 
20Xw=2\u 0 O|=e(— 2uw,) 
Oe Wy wy 
und somit 
nS ae 
a tas are oa (Fy ruceipy F 


Da aber u die Geschwindigkeit nach dem Sto8 auf der jeweiligen Stromlinie bedeutet, 
so ist 


M,* ( 0H ot) 
ay ice = P oy | 
. om a 
Mit M,* = 2 M,* bleibt ee se 
al 
en ge (Fr ibe) oy ~ 


Fir die Bestimmung von w, miBte also noch M,* als Funktion von y gegeben sein. 
Nach dem Bisherigen tritt nach dem Stof in der Uberschallgrenzschicht ein 
Wirbelvektor auf. Diese auf der Strecke y, y, entstehenden Wirbel wandern mit 


der Str6mung mit. 
Wenn im Punkte P (Abb. 2) ein Wirbel von der Drehungsstairke w, existiert und 


seine Wirbelstirke dI ist, so kann man setzen 
dl = 2w,dxdy. 
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Berechnet man in A die Geschwindigkeit, die vom Wirbel in P herriihrt, so bekommt 
man 
, ar i (o+ 33) 
227 ‘ 
Sind é, 7 die Koordinaten von A, und x, y die von P, so sind die Komponenten dieser 


Geschwindigkeit 


dl, Vy ar .E—@&@ 
257 ae a Y= Oar a a 


Vy = 


Alle im Rechteck BCDE enthaltenen Wirbel erzeugen dann in A eine Geschwindig- 
keit mit den Komponenten 


eal — am dx dy, 0 = \\ Me dare da dy. 


J wr J wr Ve 


Nimmt man fiir w, einen mittleren Wert an, w, =a, so bleibt 
a y—n a '—2 
(facut \ Ce ay a ee aia “4 (e —€)* + (yy =@)* ge 
Die Grenzen der Integrale sind 0 und x, y, und y,. Beachtet man, da8 die langs yy y; 
entstehenden Wirbel bei ihrer Abwanderung infolge der inneren Reibung wieder 
verschwinden, so sieht man, daB x einen end- 
lichen Wert besitzt und die darunterliegende 
Grenzschicht durch das ebene Wirbelfeld je 
nach dem Wert von w, eine Beschleunigung 
oder Verzégerung in der x-Richtung und eine 
Querkomponente zur Geschwindigkeitsrichtung 
erhalt. 
J. Ackeret, F. Feldmann und N. Rott fanden 
bei ihren eingehenden Untersuchungen bei lami- 
G z narer Grenzschicht auf einer gewissen Strecke 
Abb. 2. Wirbelfeld in der Grenzschicht. eine Riickstromung. Bei allen Versuchen ergab 
sich eine Verdickung der Grenzschicht. Drehen 
die Wirbel wie in Abb. 2, so kommt zur Geschwindigkeit in der Grenzschicht die 
Geschwindigkeit des Wirbelfeldes hinzu und die resultierende Geschwindigkeit ist von 
der Wand weg gerichtet. Dadurch kann in diesem Bereich Riickstr6émung erfolgen. 
Allgemein kann eine Querkomponente eine Verdickung hervorrufen. Eine genaue 
Durchrechnung st68t noch auf groBe Schwierigkeiten, da ja auch die Druckverhilt- 
nisse fiir die Ausbildung der Grenzschicht von Bedeutung sind und gewisse Ansitze 
gemacht werden miBten. 


(Eingegangen am 15. Februar 1954.) 


Knicklast der axial gedriickten Kreiszylinderschale 


bei Vorhandensein eines entlang des Zylindermantels veranderlichen — 


elastischen Widerstandes. 
Von K. Federhofer, Graz. 


Mit 1 Textabbildung. 


Zusammenfassung. Die Beullast der axial gedriickten Kreiszylinderschale erfahrt durch eine 
den Zylindermantel vollstiandig umgebende elastische Bettung eine Erhéhung. Diese wird bei 
konstanter und bei linear entlang der Zylindererzeugenden zunehmender Bettungsziffer auf Grund 
der Winklerschen Annahme fiir den Bettungswiderstand berechnet. 


Summary. The buckling load of an axially compressed circular cylinder shell is increased 
by an elastic bedding completely surrounding the shell of the cylinder. This increase is calculated 
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for a constant bedding coefficient, and a coefficient increasing linearly along the generatrix of 


the cylinder, whereby the elasting bedding is supposed to react according the classical Winkler 
hypothesis. 


Résumé. La charge de rupture au flambage d’un cylindre creux circulaire A compression axiale 
est augmentée moyennant une couche élastique qui entoure complétement la surface extérieure du 
cylindre. L’auteur calcule cette augmentation pour le coefficient constant de couche et pour 
le coefficient augmentant de fagon linéaire le long de la génératrice du cylindre, en se basant 
sur ’hypothése classique de Winkler. 

Die Knickgefahr der axial gedriickten diinnwandigen Kreiszylinderschale kann auf 
Grund der Ergebnisse der schon lange bekannten Stabilitaétsuntersuchungen' solcher 
Schalen beurteilt werden. Sie gelten unter der Voraussetzung gleichbleibender Wand- 
stérke, kénnen aber auch im Falle stetiger Anderung der Wanddicke entsprechend 
erweitert werden®. Hin die Zylinderschale umgebendes Mittel, das der Formanderung 
der Schale einen elastischen Widerstand entgegensetzt, bewirkt eine Erhéhung der 
Knicklast, die im nachstehenden bei Annahme eines entlang des Zylindermantels 
verdnderlichen elastischen Widerstandes berechnet wird. 


1. Die Differentialgleichung des Stabilititsproblems bei Beriicksichtigung 
einer elastischen Bettung der Zylinderschale. 


Es bezeichnen / und a die Héhe und den Halbmesser der Schale, 6 ihre konstante 
Wandstirke. Die Schale sei durch einen auf ihre beiden Rander wirkenden axialen 
Druck belastet, der fiir die Lingeneinheit jedes Zylinderrandes gleich P sei. Die Verschie- 
bungen eines Punktes der Schalenmittelflache in axialer und radialer Richtung 
seien wu, w; bei Beschrankung der Untersuchung auf die axialsymmetrischen 
Ausbeulungsformen der Schale sind (wu, w) nur abhangig von der Entfernung «x des 
Punktes vom oberen Schalenrande. 

Mit ¢ als Bettungsziffer des die Schale umgebenden Mittels gilt fiir den der elasti- 
schen radialen Verschiebung w entgegenwirkenden Widerstand W je Flacheneinheit 
des Mantels W = —cw. 

Die Formanderungsarbeit 1; der Schale infolge Biegung ihrer Erzeugenden und 


der Ringdehnungen betragt 
l l 
bh 


Eh Ho 
C= =e) (wl)? da one Ga ax 
0 0 
bee et tect. als Biegungssteifigkeit 
1 12 (1 — 9) gung g . 


Die Arbeit der iuBeren Krifte P und W beim Ausbeulen berechnet sich zu 
H ; 

P 7 a 

Ly = \ (wip dx — | 


0 0 


cw 
2 


aa: 
sie ist von w und w! quadratisch abhangig und es ist daher die Forderung 


if 2 
este = it. = 5 \{K wt + Bb — P(wlp +ew'lde = 
0 
—extrem zu erfiillen. Bedeutet F (w!!, w!, w, x) den Integranden im Integrale J, 
so ergibt sich aus der Euler-Lagrangeschen Gleichung 


a? oF d oF ae 5 aio 
dx? ( ar) dz \ aw! Cu 


1 W. Fliigge: Statik und Dynamik der Schalen, S. 227. Berlin. 1934. — 8. Timoshenko: 
Theory of Elastic Stability, S. 439—491. New York und London. 1936. — K. Girkmann: 
Flachentragwerke, 2. Aufl., S. 452—456. Wien. 1948. 

2 K. Federhofer: Osterr. Ingenieur-Arch. 6, 277 (1952). 
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folgende Differentialgleichung des Stabilitatsproblems: 


Kw 4 Pat (=> +e)w=0. (1) 
Mit Einfiihrung der Dimensionslosen 
& i= =, 
des Kigenwertes 
P a 12 
A= = 12 (1 - YA) Fe 
und der Abklingungszahl 
2 
“4 = 3(1 — 2”) — 
entsteht aus (1) 
d* d2 4 
ger + Angee + (4a +e] 0, (2) 


worin die Abhangigkeit der Bettungsziffer c von € in der Form 
g 
(8) =o [1 +e f(z} 
mite == Es und der vorléufig noch willkirlichen stetigen Funktion (=) gegeben 


ist. Am oberen Rande habe t(=-) den Wert Null, am unteren Rande sei sie mit 
f (1) = 1 festgelegt. Dann hat der Parameter uw die Bedeutung 


ese Rd, 
Mit der Abkiirzung 
e(8) = cof (=) 
gilt daher fiir die mit ¢ veranderliche Bettungsziffer 
c (&) = Cy + me, (6). (3) 


2. Der Sonderfall u = 0. 


Fir konstantes c, das heiBt c = c) =c,, wird w = 0; dann ist die Gl. (2) inte- 
grabel. Wenn die Schale an den Randern = 0 und é = é, frei gelagert ist, so sind 
dort die Bedingungen w = 0 und M, = = wit = 0 vorgeschrieben. Diesen geniigen 
die Kigenfunktionen 

w, (€) = C'sin (m, &) (4) 
mit 
ka 
Su 
Hiermit liefert Gl. (2) fiir den von m, (das heiBt von der Zahl & der Halbwellen) ab- 
hangigen Kigenwert A, die Beziehung 


Ng Neat ele ese Dea 


4 x4 Cy at 
— 2 0 
Ay = 2 + 2 aa a = (5) 


Jenes m;, =m,, das den kleinsten Eigenwert /,,:, =A, liefert, ist zu berechnen aus 


oa 4 x4 Cy a4 


am? =0=1 m Km? 


wonach 
Li Oe > . Reseeas 
My = | 4x0 ee und danin = 2 mag = 2/4 xt 4 OE 
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Hiernach gilt fiir die kleinste Knicklast 


K 2K ee oa 
Prs,min = qe Amin = — ga Mn? = Ga 4 gS ee (6) 
oder 
EH 2 Cc a 
i | 0 
eee min y V3(1— 02) yj Nea aeee (7) 


Die GréBe der Beullast ist von der Rohrlinge unabhingig; durch den zweiten 
Summanden unter der Wurzel ist der Einflu8 der Bettung auf die GroBe der kleinsten 
Beullast festgestellt?, der sich in einer Erhéhung der Knicklast auBert, und zwar um 
so starker, je gréBer die Bettungsziffer c, ist. 


Die zur Gl. (7) gehérige Zahl n der Halbwellen betriigt 


La Cy at 
= A 0 
Wie 4u* + K 
oder 
ee ees, at ES 
eel V3 (1 — v2) ie Se 
I Va 0/2 HO 


Die schon ohne Bettungswiderstand wegen der grofen Abklingungszahl x grofe 
Faltungszahl » wird bei Beriicksichtigung der Bettung noch erhdht. 
Die fiir elastische Beulung giiltige Gl. (7) ist nur anwendbar, solange die Beul- 
spannung 
P Kr, min 
: < 


oO, = a ae => Op 
(Proportionalitétsgrenze) ist; hieraus folgt 
ere Bets eat 
| ee 
Fir Baustahl mit op = 2000 kp/cm? und # = 2°1- 10*kp/cm? ergibt sich hieraus 
) 1 Coa (a 
@ = 635 1 i ae 


3. Naherungslésung fiir den Fall » =- 0. 


Bei der Untersuchung von gerammten Pfahlen in Form von Hohlzylindern hat 
man es in der Regel mit einem Baugrunde zu tun, dessen Bettungsziffer c (€) mit der 
Rammtiefe zunimmt. 

Der mit & verinderliche Koeffizient von w in Gl. (2) verhindert die Integration 
dieser Differentialgleichung in geschlossener Form. Wird zur Gewinnung einer 
Naherungslésung fiir den Eigenwert 4 (und damit fiir die Knicklast P,,) der im 
Falle « = 0 streng giiltige Ansatz (4) fiir die Higenfunktion w, (€) = C sin (m, &) 
als Naherungsansatz gewahlt, so ergibt sich hiermit die in (1) angeschriebene Form- 
anderungsarbeit L; des Hohlzylinders wegen 


am Ee | (GE tee 


ZU KOR 
gee ts 


=| ka 
My 2 


8 Kin mit Gl. (6) gleichwertiges Ergebnis hat der Verfasser schon friiher aus der von ihm 
angegebenen Gleichung fiir die Kreisfrequenzen der Higenschwingungen der axial gedriickten 
Kreiszylinderschale gewonnen. Ingenieur-Arch. 8, 295 (1937). 


94 K. Federhofer: 


Die Arbeit L, der axialen Druckkrafte P und der Bettungswiderstande W = — cw 
betragt 
iL dw \2 
La | |p (=) —ew'|da 
“=0 
oder 
bu 
TOE dw \2 at 
Ly = 2 a | la (Fe) {C9 4 ey (8)} Ge w]e, 
: &=0 
wonach 
by 
GC k 4 4 of : 
Le Sat am, ie a Trak WR | C1 () sin® (1m; 5) ag]. 
0 


Bei Annahme einer mit der Tiefe x (und daher auch mit &) linearen Zunahme? der 
Bettungsziffer c, also mit 


und 
g 

Cy (E) = C9 E, 

wird 
KC? Cy a4 €5 a I istav anion 
Le= va am, Km, | KO €,m2 2 | 2 
oder wegen m,é, =—kza: 
KC? Cy a* b\| ka 
La = Sarat, ieee (1 ! A) oe 

Aus der Bedingung ZL; = L, folgt sodann fiir den Eigenwert 

4 x4 Cy a 

A=m,? 4 m2 a Rue (1 5). 
Der kleinste Eigenwert Ani, ergibt sich fir 
2 4 
m,* = 4x + 2H (1 +4) 
und betragt 
Amin = 2 (m;,*)?; 
fiir die kleinste Knicklast gilt daher 
K 2K 4 
Per, min = Ze Inn = = W/ 48 + 0H (1 +4), (8) 


worin 


p=, 


0 


Dieses einfache Ergebnis gestattet die Beurteilung der Erhéhung der Knicklast der 
axial gedriickten Kreiszylinderschale bei Vorhandensein einer den Zylindermantel 
umgebenden Bettung, wenn die Bettungsziffer mit der Tiefe linear von c, auf c,, 
zunimmt. 

4, Lésung bei unsymmetrischer Ausbeulungsform. 


Die unsymmetrische Ausbeulungsform ist durch die Verschiebungen in den Richtun- 
gen der Zylinderachse sowie der Tangente und Normalen eines Kreisschnittes fest- 


4 Vgl. H. Blum: Beitrag zur Berechnung von Bohlwerken. Berlin: W. Ernst u. Sohn. 1951. 
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gelegt, die nun sowohl Funktionen von x als auch von dem die Lage des Punktes 
der Mittelfliche im Kreisschnitt kennzeichnenden Winkel y sind. 


Mit D = 


HO oie : 5 ; 
Tx als Dehnungssteifigkeit werden folgende dimensionslose Parameter 


eingefiihrt: at 
= ony (Bettungsparameter), 
iE 
I dara (Lastparameter), 
K2> # 
Spe aes 


Ableitungen nach é = = werden mit Strichen, jene nach g mit Punkten bezeichnet, 
- somit a(..) 


eras) 
= (.), ES =(..)- 


Die Bedingungen fiir das Gleichgewicht der an einem Schalenelemente wirkenden 
Spannungen mit den von der Last P und dem radial wirkenden Bettungswiderstande 
herriithrenden auBeren Kraften fithren zu den nachstehenden drei Differential- 
gleichungen fiir wu, v, w: 


1 1 S ; Vip: Ame ep co 
w’ +4 4 5 6 L yw ba [Sa —w ! 7 it'| =0, 
l+y., aa l1—y ,, ; 3 Vi 3—? .,, Pe 
mes Sc a et ara ame +m +al5(1—») Saye to"'| — qa ==0), 
; a 1l—» ., ay 3—y .,, penn cere cB oo 
yu +vtwte aan 8 orate wok! +w +206" +wt2w+w| + 


+q.w' +q,w= 0. 
Die Losung dieser Gleichungen sei bei Voraussetzung eines konstanten Bettungs- 
parameters g, in der Form angesetzt: 
u(y, €) = Acosnycosm é, 
v(g, &) = Bsinnepsinm é, 
w (py, §) = Ceosnpsinm é, 
worin m = kee = (k = 1, 2, 3,...); n bedeutet eine ganze Zahl. 

Nach diesem Ansatze besitzt die Knickfigur der Zylindererzeugenden k Halb- 
wellen und es entstehen entlang des Kreisumfanges 2 Halbwellen. An den Enden 
des Zylinders verschwinden w und w’’, so daB die Bedingungen fir einen einfach 
gestiitzten Rand erfiillt sind. Mit diesen Lésungsansaétzen gehen obige Differential- 
gleichungen iiber in drei homogene lineare Gleichungen fiir die Konstanten A, B, C 
mit der Koeffizientendeterminante 


l—» l1—y Iiey 


— m? — 5) n? — “ 5) nn, 2 nM, 
l—y» 3 
Ae + mm, et ea a barre Mla) 1? ea 1) 
Te 3—yv 
—ym +a (=5" mn —m'), n+ o 5 nm’, 
l—v 2 
ym + a|m — nm), 
ar > Bes 
—h — &- mn, 


1 + 4, — dom + & (m4 +2n?m + n* — 2n? + 1). 


Ingenieur-Archiv VIII, 2—3. vs 
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Da sowohl « als auch die Parameter g, und q, klein gegen 1 sind, so ergibt sich 
bei Vernachlassigung aller Glieder von hoherer Kleinheitsordnung als «, qg, und q, 
fiir die Stabilitatsbedingung A = 0 folgende Gleichung: 


Cy + & Cg + G1 C3 = Yo Cu, (9) 
worin 


Cpa (ly) ie, 

Cy = (m2 + n?)4 — 2[y ms + 3m n? + (4 — v) mint + n8] + [n4 + 2 (2 — v) mn? + 
ot (A — 397) 10%], 

Cg = (m? + n¥p, 


C, = m*[(m2 + n?)? + rn? + 2 (1 + v) m?]. 


Der durch Gl. (9) bestimmte, fiir den Eintritt des Knickens maBgebende Last- 


parameter gq, = i= und der im Abschnitt 1 eingefiihrte Eigenwert 2 stehen in der 


Beziehung 
eae 2 
ae | ee 
wonach sich mit- einem neuen Bettungsparameter 
4 
tate - 
fir den Eigenwert 4 ergibt: 
cs Se Me ae se 8 
so pra a alone ae 1" C. (10) 


Erfolgt das Knicken in kurzen Longitudinalwellen, so ist m? eine groBe Zahl; behalt 
man dann in Gl. (10) nur die Glieder mit hochster Potenz von m?, so lautet sie in erster 
Naherung 


(mi + n?)2 1 — v2 m c* 


++ 


Ate 
m* o (2 ne) in 


A= 


(11) 


und diese geht bei axialsymmetrischem Knicken wegen n = 0 iiber in die Gl. (5) 
des Abschnittes 2. 


Mit Gl. (10) ist die durch Beriicksichtigung eines elastischen Bettungswiderstandes c* 
erweiterte Gleichung von W. Fligge’® fiir die Beullast der gedriickten Kreiszylinder- 
schale bei unsymmetrischer Ausbeulung gewonnen, in die sie mit g, = 0, das heift 
c* = 0 tibergeht, wenn der von W. Fligge beriicksichtigte konstante Manteldruck p 
gleich Null gesetzt wird; der Vergleich mit den auch in der Formel von Fliigge mit c,, 
c, und c, bezeichneten, nur von m und n abhangigen Beiwerten zeigt, daB bei c, 
und c, noch je ein zusatzliches Glied auftritt, das aber die numerischen Ergebnisse 
nur unwesentlich beeinflu8t. Nach Gl. (10) bewirkt der Bettungswiderstand eine 
mit dem Bettungsparameter c* linear anwachsende Zunahme des Eigenwertes A 
um c*<*, 

C4 

Wird der nur von m und » abhangige Faktor c;/c, dieses Zusatzgliedes in gleicher 
Weise, wie dies W. Fliigge mit seiner von c* freien Gleichung in Abb. 15 seiner Arbeit 
getan hat, graphisch in Abhangigkeit von — = = in einem Diagramm dargestellt — 


und zwar in beiden Richtungen mit Verwendung logarithmischer Mafstabe —, so 
entspricht jeder Wellenzahl n des Kreisquerschnittes eine bestimmte Kurve. In 


5 W. Fligge: Ingenieur-Arch. 3, 477 (1932), Gl. (26). 
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70%, 


oy 


704 : 
jo? 7 10 10? 
J, St —e 3. 


Abb. 1. Abhangigkeit des Faktors c,/c, (in Gl. 10) von a/m. 


Abb. 1 sind soleche Kurven fiir n = 0, 1, 2 und 10 dargestellt mit » = 1/6. Mit Hilfe 
dieser Kurvenschar und jener in Abb. 15 der Arbeit Fliigges kann dann bei gegebenem 
Bettungsparameter c* jenes Wertepaar m,n gefunden werden, das der kleinsten 


Beullast zugehort. 
(Hingegangen am 26. Februar 1954.) 


Zur Berechnung von Potentialstr6émungsfeldern. 
Von Wilhelm Frank, Wien. 
Mit 3 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die auf symmetrische Ké6rper beschrankte Singularitaétenmethode 
von Rankine-v. Karman bzw. die nur fiir unendlich diinne Profile geltende Methode von Prandtl- 
Birnbaum lassen sich durch Annahme einer frei wahlbaren ,,Tragerkurve“ fir die Singularititen 
an Stelle der Symmetralen bzw. der Skelettlinie verallgemeinern und dadurch auf beliebige 
unsymmetrische Profilberandungen anwenden. Nach Diskussion einiger mathematischer Fragen, 
die sich hierbei ergeben, wird dieses Verfahren zur Bestimmung des Einflusses, den die Grenz- 
schichtverdrangungsdicke auf die Druckverteilung bei der Umstrémung von Kreiszylindern 


hat, herangezogen. 


Summary. The singularities method of Rankine-v. Karman, restricted to symmetrical bodies, 
and the Prandtl-Birnbaum method, only valid for infinitely thin profiles, may be generalized 
by the assumption of an optionally selectable “carrying curve’’ for the singularities instead of 
the symmetral or the skeleton line so that the method may also be applied to any unsymmetrical 
profile margins. The author then discusses some mathematical problems, arising in con- 
nexion with the above. Finally this method is employed for ascertaining the influence exercised 
by the boundary layer displacement thickness on the pressure distribution of the flow passing 
round circular cylinders. 

Résumé. La méthode des singularités de Rankine-v. Karman qui est restreinte aux corps 
symétriques et la méthode de Prandtl-Birnbaum qui n’est valable que pour des profils infiniment 
minces peuvent étre généralisées en supposant. une «courbe porteuse» a selection parfaitement 
libre pour les singularités au lieu de la symétrale ou de la ligne-squelette, de sorte que la méthode 


q* 
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peut étre appliquée a tous les bords de profils asymétriques. L’auteur discute alors un nombre 
de problémes mathématiques qui se référent 4 la question ci-dessus et termine en appliquant 
ce procédé pour déterminer l’influence qu’exerce l’épaisseur de déplacement de la couche marginale 
sur la distribution des pressions lorsque le flux passe autour de cylindres circulaires. 


1. Einleitung. 


Den AnlaB, das so oft und nach verschiedenen Methoden behandelte Thema 
in einer etwas veranderten Fassung aufzugreifen, gab die Durchfiihrung von Messungen 
an Strebenprofilen im Institut fiir Strémungslehre an der T. H. Wien’, die nach 
dem Vorschlage von Préll? entwickelt worden waren; hierbei wurde die Frage aut- 
geworfen, inwieweit fiir die Abweichungen zwischen der theoretisch berechneten und 
der gemessenen Druckverteilung im Bereiche der anliegenden Strémung der EinfluB 
der Verdrangungsdicke der Grenzschicht verantwortlich ist. Zu diesem Zwecke muB 
dieser Einflu8 rechnerisch méglichst genau erfaBt werden, da von vorneherein fest- 
steht, daB diese Abweichungen hauptsidchlich von der Totwasserbildung verursacht 
werden, deren Wirkung auf die Druckverteilung z. B. durch die Theorie von Oseen- 
Zeilon quantitativ bereits recht gut bestimmbar ist’. 

Dazu schien es vorteilhaft, die Wirkung des um die Verdrangungsdicke der Grenz- 
schicht verainderten Profils auf die gegebene Grundstromung durch eine Singularitaten- 
verteilung lings einer innerhalb des Profils zweckmaBig angenommenen, im tibrigen 
aber grundsitzlich frei gewahlten ,,Traigerkurve“ zu ersetzen und die Aufgabe dadurch 
auf die Bestimmung dieser Singularitétenverteilung zuriickzufiihren. Es handelt 
sich demnach um eine sinngemaiBe Verallgemeinerung des bekannten Verfahrens 
von Rankine-v. Karman‘ auf beliebige, unsymmetrische Profile, von denen ledig- 
lich vorausgesetzt wird, daB8 ihre Berandung im allgemeinen keine Ecken aufweist, 
bzw. um die sinngem&Be Verallgemeinerung des Verfahrens von Prandtl-Birn- 
baum? fiir solche — endlich dicke — Profile. 


2. Aufstellung der Grundgleichungen. 


Gegeben ist das tiberall im Endlichen, allenfalls bis auf gewisse singulire Punkte, 
die jedoch auf erhalb der nachstehend definierten Kurve ©, (s. Abb. 1) und des von 
dieser eingeschlossenen Gebietes ’ liegen sollen, regulire Potential der Grund- 
stromung ®, und das von der stetig differenzierbaren Kurve 


w=xi(t), | F 
y=y(t) J () 


[x (t), y (t) stetig differenzierbare Funktionen der Periode 2 z] umschlossene Gebiet &’, 
wobei der Parameter ¢ hier und im folgenden den Polarwinkel bedeutet. 
Gesucht ist das Potential ® fiir die Umstrémung von §,. 


0 0 
® hat, unter d= Za + ay2 verstanden, folgenden Bedingungen zu geniigen: 


A®@ = 0, (2a) 

' Gertrude Weinberger: Ovales Strebenprofil in schiefer Anstrémung. Diplomarbeit T. H. 
Wien, S. 8. 1948 und W. S. 1948/49 (nicht veréffentlicht). 

2 ‘a Préll: Ovale Strebenprofile in schiefer Anstrémung. Osterr. Ingenieur-Arch. 2, 77ff. 
(1947/48). 

3 Z. B. F. Eisner in: Mitteilungen der PreuBischen Versuchsanstalt fiir Wasser- und Schiff- 
bau, H. 4. Berlin: J. Springer. 1929. 

* Th. v. Karman: Berechnung der Druckverteilung an Luftschiffkérpern. Abh. Aerodyn. 
Inst. T. H. Aachen, H. 6. Berlin: J. Springer. 1927. 

° Birnbaum: Die tragende Wirbelflache als Hilfsmittel zur Behandlung des ebenen Problems 
der Tragfligeltheorie. Z. angew. Math. Mechan. 3, 230ff. (1923). 
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uberall in & (G = gesamte Ebene — W’), aus- 
genommen in den allenfalls vorhandenen 
singularen Stellen von @,; 

o@ 

on, = 0, (2b) 
auf ©,, wobei n, die Normalenrichtung auf 
die Tangenten an ©, bedeutet, positiv nach 
aufBen gezahlt; 


¢ 
o@ 2 OD, : 
Ox 7 oe aa Ox y= 2 
ay co ay co (2c) 
ad _ 0, | 
dy |z,y>oo OY |a,y>00" 


Die Linearitat der Potentialgleichung er- 
laubt es, ® als Summe von 3 Potentialen: 
D,, ®,, D,, das heiBt: 

@=9,+9,+ @, (3) 
aufzufassen. Hierbei ist ®, das gegebene Potential der Grundstrémung; ®, das 
azyklische Potential mit den Eigenschaften: 


Abb. 1. 


@, iiberall regular in ©, das hei®Bt: 4H, = 0 iiberall in G; (4a) 
GOA) (eel Cel 3 
én, |G én, |G,’ i) 
a®, _ 0, eh, 
0% |a,y>oo oy nip too ee (4c) 


@, ist das zyklische Potential mit den Eigenschaften: 


@, ist iiberall regulir in &, das heiBt: 4, = 0 iiberall in &; (5a) 
Ct ne 
én, |G” (5b) 
a@, _ a, %. 
Ox t,y—>0o oy a,y—>co <¥ 0. (5c) 
Die Potentiale ©,, ®, kann man wie folgt ermitteln: ‘ 


Innerhalb von G’ nehme man eine ,,Tragerkurve“ ©, an (s. Abb. 1), die z. B. durch 
§ (tr) = x(t): x(t), 
n (t) = *(t)* y(t), 
0 < x(t) <1, x(t) eine sonst beliebige, differenzierbare Funktion der Periode 2 z, 
wobei der Parameter + der Polarwinkel isu, gegeben ist. Auf ©, soll nun 


1. die Belegungsdichte 2m, (t) einer Quell-Senkenbelegung, 

2. die Belegungsdichte 2g, (t) einer Wirbelbelegung so bestimmt werden, dal 
die hierdurch gegebenen Potentiale die Bedingungen (4) bzw. (5) erfiillen. Als Be- 
stimmungsgleichungen fiir diese Belegungsdichten ergeben sich, wie folgt, eine in- 
homogene (9) bzw. eine homogene (13) lineare Integralgleichung erster Art. 

Das Potential, das von der Belegung des Bogenelements 


do = \/ E(x) +7 (a)? de 
der Tragerkurve mit einfachen Quellen und Senken der Belegungsdichte 2 x - m, (t) 


herriihrt, ist in irgendeinem Punkte x, y mit r= V(a — &(t))? + (y — y(t)? ge- 
geben durch: 


(6) 


®, (x, y) = m, (t) nr: do. 
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Somit ist das Potential, das von der ganzen Belegung lings ©, herriihrt: 


D, =— | m,(t):Inr- do. 
(4a) und (4c) sind hierdurch offenbar erfillt. Im besonderen ist fiir ®, lings ©: 


4 


®, (x(t), y (t)) = | me (x) In {Ve —E@)? +(YO—n@Pt- VEO +# Ode. (7) 
0 


Es kann hier nun unter der Voraussetzung (6) ohne Schwierigkeit unter dem Integral- 
zeichen lings ©, nach n, differenziert werden. Unter Verwendung der Operations- 
vorschrift 

é y(t) a & (t) a 

ae . . 8 

on Ve@rtam? | VaeeraO %y i 
erhalt man damit unter Verwendung von (4b) aus (7) als Béstimmungsgleichung fir 
M(t): 


22 


=I 2) EO) +20 (Yt ~ 
| m, (x) [x ) —E@)P + Ly ) — ae VE (x)? + (cP de = 
- ,, 0D, (2, Y) . es (x, y) 
=y(t)— 3, Neal: Cee re (9) 
y=y(t) y=y(t) 


Das Potential, das von der Belegung des Bogenelements do mit Wirbeln der Belegungs- 
dichte 2 zg, (t) herriihrt, ist in einem beliebigen Punkt x, y gegeben durch: 


ONO 
Up 


d®, = g,(t) arc sin do = 9, (t): 9 (r,t) - do. 


Somit ist das Potential, das von der ganzen Belegung langs ©, herriihrt, 
®, = |g, (t)- p- do. (10) 
Gy, 
@, ist nicht eindeutig, da wir den gleichen Punkt erhalten, wenn anstatt g der Wert 


gy +2n2, n eine ganze Zahl, gnommen, das heiBt wenn ©, n-mal umlaufen wird. 
Ks ist aber hierfiir: 


d, = | gs (t) {p +2n2}do = \ gx (t) -p:do + 2n2\ x(t) - do. (11) 
* G, OP 
Ks tritt hierdurch lediglich eine mit 22 multiplizierte additive Konstante zum 
Grundwert (10) hinzu. (11) erfiillt offenbar die Bedingungen (5a) und (5c). Im be- 
sonderen ist fiir ®, langs ©,: g = 9: 
20 


ee oe y (t) — n (t) i F 
\¢ (sere sn eo a ae 
2a 
+ 2mm-\ gy (rE (t+ (tr)? - de. (12) 
0 


Auch hier kann unter der Voraussetzung (6) lings ©, nach n, unter dem Integral 
differenziert werden. Man erhalt unter Verwendung von (8) bei Beachtung von (5b) 
damit als Bestimmungsgleichung fiir g,, (zt): 

2n 


5 () (yt) —n(@)] + 2) fe) —E( 
| 95(=){ [ce )—F@P + ®—1wP | VEO +4 (2 ee 
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Sind m, (t) und g, (rz) bestimmt, so ist damit das Potential © und damit auch 
das Geschwindigkeitsteld, insbesondere auch lings ©, bekannt, woraus sich mittels 
der Bernoullischen Gleichung sofort die Druckverteilung lings C, ergibt. Das Ver- 
fahren ist in gleicher Weise auch auf die Umstrémung einer beliebigen Zahl von in 
die Grundstromung eingebrachten Zylinder und auf Grundstrémungen mit zeit- 
abhangigem Potential anwendbar. 


Zusatze und Folgerungen: 


a) Der Kern K,,(t,t) von (9) und der Kern L,,(t, t) von (13) lassen sich auch in 
der Form 


7) Re aie 
K, (t,t) = — Zig) Ve +7 (14a) 

6) aa a 
L, (t,t) = [Inn] V&+H (14 b) 
darstellen. Aus dem Umstand, daf die rechte Seite von (9) eine Funktion von ¢ mit 
der Periode 2 x ist, kann man durch Integration von (9) nach ¢ iiber 0... 2 der Dar- 
stellung (14a) das — physikalisch unmittelbar klare — Resultat entnehmen, da 

20 

| m,, (t)- V+ y2dr = 0, (15) 


0 


das heiBt, daB die Gesamtsumme aller Quellen und Senken lings jeder Tragerkurve = 0 
sein muB. 


b) Wir untersuchen den Grenzfall, daB ©, = — ©,, das heiBt, daB die Tragerkurve 
in die gegebene Profilbrandung tibergeht, was in (6) bedeutet: x=-—1. Aus der 
Tatsache, daB die Normalableitung von ®, nach n, lings ©, endlich unstetig ist und 
im besonderen 


0®, cos (7, tx) d 


We 


= mM, 4 | m, o 6 fiir x, y auf G,. 
0 


®, auf ©, unstetig ist, jedoch die Grenzwerte der Ableitung 


— bei Anniherung 
von x, y von auBen oder von innen an G,, jedoch gleich sind, folgt fiir den Ubergang 
C,= —-€,, das heiBt also 
Sy Er) el), ene) yg 
1. da®B die Gl. (9) fiir m, (rt) aus einer Integralgleichung erster Art tibergeht in 
die Integralgleichung zweiter Art: 


22 
— y (t) [x (t) —a#(t)] + 4(t)- ly) —y()] < : +6 
nm ()+|m(){—“aa-s@rru@—yer } VECR+9GP ae 
0 
e®, a@, 
y(t) ree x (t) ees (16) 
y=y(t) y=ytt) 


In etwas anderer Schreibweise hat bereits W. Prager® diese Gleichung, die der 
, klassischen‘‘ Formulierung der zweiten Randwertautgabe der Potentialtheorie ent- 
spricht, zur Bestimmung der Druckverteilung bei der Umstrémung elliptischer Zylinder 
verwendet. Der Kern dieser Integralgleichung bleibt — unter den Voraussetzungen (1) 
— stets regular; 


6 W. Prager: Druckverteilung an Kérpern in ebener Potentialstrémung. Physik. Z. 29, 
865ff. (1928). 


102 W. Frank: 


2. daB die GI. (13) als Gleichung erster Art bestehen bleibt. Jedoch wird der Kern 
in t = ¢ singular von erster Ordnung, analog dem Kern der Prandtl-Birnbaumschen 
Gleichung: 


2a 
y(t eet + a(t nx : ’ 
\93 (t) { ms ee i ae fe aoe an st \ Vx (TPR yey dr = 0. (17) 


3. Praktische Lésung der Grundgleichungen. 


Im Hilbertschen Funktionenraum sind die Gl. (9) und (13) gew6éhnlichen, unend- 
lichen linearen Gleichungssystemen Aquivalent, die man erhalt, indem man die 
Kerne K, (t, t) bzw. L,, (t, t) und die auf der rechten Seite von (9) stehende vorgegebene 
Funktion von ¢, die wir kurz mit F (t) bezeichnen wollen, nach — an sich willkiir- 
lichen — fiir den Rechnungsgang zweckmiBig gewahlten Orthonormalsystemen ent- 
wickelt und fiir die gesuchten Funktionen m, (rt) bzw. g,(t) einen Reihenansatz in 
diesen Orthonormalfunktionen mit unbestimmten Koeffizienten macht. Da K,, (t, tT) 
bzw. L,, (t,t) und auch F (¢) periodische Funktionen der Periode 2 x sind, bieten sich 
als geeignetes Orthonormalsystem die trigonometrischen Funktionen an. Es bezeichne 
im folgenden: 


Vu 
(i) == : y=0 
@» (t) = Van ; ee 
shee ata cosy <0 
Vx 
Dann ist mit 
Qn 20 


und den analog zu verstehenden Bezeichnungen 1, ,, m,™, g,@ die Gl. (9) aquivalent 


kp ty) =f, = 66 Su,¥ & + bel (18) 
die Gl. (13) aquivalent 
liv G9, =0 —coSpvS+too. (19) 


Der praktischen Auflésung kann man nur einen endlichen Ausschnitt |u| <7 aus 
diesen Gleichungssystemen zugrunde legen. Es la8t sich zeigen, daB die Folge (i) 
der Lésungen m,™:* bzw. g,* die aus einer Folge (i) solcher Ausschnitte mit 
standig zunehmender Gliederzahl, das heif&t i — oo, hergestellt wird, gliedweise — 
das heift schwach — gegen die als existent vorausgesetzte Lésung des unendlichen 
Systems (18) bzw. (19) konvergiert. Dies ist auch dann der Fall, wenn die Koeffizienten 
der endlichen Ausschnitte nicht mit den Koeffizienten des unendlichen Systems 
ubereinstimmen, sondern gegen diese — im starken Sinne — konvergieren. Wie 
Schmeidler’ hervorgehoben hat, laBt sich die starke Konvergenz der Folge der 
N&herungslésungen gegen die Lésung des unendlichen Systems allgemein nur fir 
den Fall der Entwicklung nach dem Orthonormalsystem der Eigenfunktionen be- 
weisen, dessen Herstellung im allgemeinen aber praktisch undurchfiihrbar ist. 


7 W. Schmeidler: Integralgleichungen, Bd. I. Leipzig: Akad. Verlagsges. 1950. 
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Zu bemerken ist noch, daB es sich bei (19) um ein homogenes System handelt, 
durch das (vorausgesetzt, daB der Rang der Matrix des i-ten Ausschnittes i — 1 
ist, fiir fast alle 7) nur das Verhiiltnis der Koeffizienten g,“ festgelegt wird. Zur Fest- 
legung des absoluten Wertes dieser Koeffizienten und damit zur eindeutigen Fest- 
legung der Wirbeldichte kann man an ®, somit noch eine zusitzliche Forderung zu 
den Bedingungen (5) stellen, z. B. iiber die Lage eines Staupunktes auf ©, fiir die 
Strémung, deren Potential © im iibrigen die Bedingungen (2) erfiillt. Dies ist gleich- 
bedeutend mit der Festlegung der additiven Konstanten in (11) 


4. Zur Frage der Existenz der Lésung der Grundgleichungen. 


Zum Unterschied von Integralgleichungen 2. Art haben, wie E. Picard® gezeigt 
hat, Integralgleichungen erster Art mit regulirem Kern nicht immer eine Lésung 
unter den der Klasse L® angehérenden, das heiBt der im Lesbegueschen Sinne 
quadratisch integrablen Funktionen, also solchen, fiir die die ,,Lange“‘ (Norm) der 
Loésungsvektoren mit den Komponenten m,) bzw. den durch Erfiillung einer zu- 
sitzlichen Bedingung eindeutig festgelegten Komponenten g,(” der Gl. (18) bzw. (19) 
endlich ist. 

Es ist deshalb notwendig, Uberlegungen iiber die in diesem Sinne bestehende 
Lésbarkeit der Grundgleichungen anzustellen, zumal auch Prandtl darauf hingewiesen 
hat, da das Rankine-v. Karmansche Verfahren nicht fiir alle symmetrischen Profile 
anwendbar ist und auch ein Beispiel® dafiir erwahnt, wo es in der Weise versagt, 
als sich hierftir keine Belegung der Profilsymmetralen mit einfachen Singularitaten 
von tiberall endlicher Starke angeben laBt. 

Nach bekannten Satzen der Potentialtheorie ist unter den bei (1) genannten Voraus- 
setzungen jedenfalls die in den Gl. (4) bzw. (5) formulierte Randwertaufgabe stets 
losbar. Diese Losungen lassen sich stets durch eine Belegung von ©, mit Singularitaten 
darstellen, deren Dichte lings ©, eine zur Klasse L@ gehorige Funktion ist, was sich 
ja auch aus den bekannten Satzen tiber die Losbarkeit der Gl. (16) bzw. der singularen 
Gl. (17) ergibt. Aus den Satzen tiber die analytische Fortsetzbarkeit folgt nun, da8 
sich ein so dargestelltes Potential, das auf ©, selbst nicht analytisch ist, tiber ©, hinaus 
in einen gewissen endlichen Streifen ©* ins Innere von ’ fortsetzen laBt. Liegt nun 
eine Kurve ©, innerhalb dieses Streifens, so nimmt die analytische Fortsetzung auf 
ihr bestimmte Werte an. Man kann demnach eine 4ufere Randwertaufgabe mit ©, 
als Rand und diesen Werten als Randwerten formulieren, die nach Obigem gleichfalls 
zum Ergebnis die Belegung nun von ©, mit Singularitaéten hat, deren Dichte langs €, 
sich durch eine zur Klasse L@ gehérende Funktion darstellt. Das hierdurch bestimmte 
Potential stimmt in & bis auf eine willkirliche, rein additive Konstante mit dem 
urspriinglichen, durch die Belegung von ©, definierten iiberein. Uberdies geht die 
Belegung von ©, beim Ubergang ,=-—, gleichmaBig in jene auf ©, tiber. Da 
auBerhalb von G,, insbesondere also auch auf ©,, das durch die Belegung lings UC, 
definierte Potential regulir ist, kann in der dieses Potential darstellenden Formel 
dort iiberall Differentiation und Integration vertauscht werden. Durch Differentiation 
nach n, langs ©, erhalt man so die linken Seiten der Gl. (9) bzw. (13), deren rechte 
Seiten ja vorgegeben sind. Wir wissen nun aber, daf} unter diesen Voraussetzungen 
die Lésung dieser Gleichungen existiert, das heiBt: 


falls die Tragerkurve ©, ,,hinreichend nahe“ an ©, gewahlt wird, existieren stets 
| Loésungen der Gl. (9) bzw. (13). 
,,Hinreichend nahe“ bedeutet innerhalb von ©* gelegen. 

8 KE. Picard: Sur un théoréme général relatif aux équations intégrales de premiéres espéces. 


Rend. di circolo math. di Palermo 29, 79ff. (1910). 
9 Prandtl-Tietjens: Hydro- und Aerodynamik, Bd.I, 2. Aufl. Wien: Springer-Verlag. 
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Die hier beantwortete Frage hat eine gewisse Verwandtschaft zu Uberlegungen, 
die G. Herglotz® zur Frage der analytischen Fortsetzbarkeit des Potentials von 
gleichmaBig mit Masse belegten Flachen angestellt hat. Im Falle algebraischer Beran- 
dungskurven hat er abschlieBende Resultate gefunden. Doch lassen sich die Methoden 
von Herglotz, fiir die die homogene Belegung wesentlich ist, auf die vorliegende Frage 
leider nicht iibertragen, um weitergehende Aussagen zu gewinnen. 

Bemerkt wird, daB die im obigen Sinne bestehende Existenz der Lésung der 
Grundgleichungen nur eine hinreichende, nicht aber eine notwendige Bedingung fiir 
die Brauchbarkeit des Verfahrens ist. Diese Lésung wird ja nicht direkt gebraucht, 
sondern das hierdurch bestimmte Feld in &. Dieses wird aber, in der Sprache des 
Hilbertschen Raumes ausgedriickt, durch das Produkt der Lésungsvektoren m, 
bzw. g,” mit bestimmten, oo-Matrizen erhalten, wobei diese Matrizen jedenfalls 
so beschaffen sind, daB die Summe iiber die Quadrate aller ihrer Komponenten kon- 
vergiert. Unter diesen Umstinden ist es aber fiir die Endlichkeit der ,,Lange“ (Norm) 
des Produktes nicht unbedingt notwendig, da8 die ,,Linge‘‘ (Norm) von m,”) baw. g,? 
selbst endlich ist. 


5. Anwendung auf die Umstrémung des Kreisprofils. 


Das einfachste, analytisch ausfiihrbare Beispiel ftir die dargelegte Theorie bietet 
die Umstrémung des Kreisprofils. Wird hierfiir der Hinheitskreis gewahlt, als Trager- 
kurve ein konzentrischer Kreis mit dem Radius Rk < 1 und als Potential ®, der unge- 
storten Stro6mung das der Parallelstromung mit der Geschwindigkeit U lings der 
x-Achse, so lauten die Grundgleichungen : 


A. Fiir das azyklische Potential: 


Qn 
| me aly Pr eee heart Cons (20) 
Als Lésung AN man zunichst 
Mp (tT) = = 2 - COS T. 
Rae OP (ree) Gate Fi 


Da nun, wie sich leicht zeigen léBt, die bemerkenswerte Identitat 


1y=tPiwl <ija Bice 
S| y aie =} O2R = 1 
0 


(l + R22 1 + R? m)!(m + 1) 
gilt, ist also einfach 
—U 
MR) (t) = ent COST. (21) 
Diskussion der Grenzfille: 
a) R-1. 
Dieser Fall ist, wie man leicht sehen kann, zugleich der einzige mégliche Ausartungs- 


fall des Kernes K, (t,t). Es ergibt sich hiefiir der Wert — — so daB in diesem Fall 
(16) zu 


—_ 


m+ my (t) — 5 \m(t)- dr = — Ucost 


10 G. Herglotz: Uber die analytische Fortsetzung des Potentials in das Innere der anziehenden 
Massen. Jablonowski-Preisschrift Nr. XLIV. Leipzig: B. G. Teubner. 1914. 
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wird. Da m (rt) eine periodische Funktion sein mu8, mu8 also das Integral ver- 
schwinden und man erhalt so miihelos 


my (t) = 


—U 
cos t 
IU 


in Ubereinstimmung mit dem durch Einsetzen von R = 1 aus (21) zu erhaltenden 
Ergebnis. 


b) R-0. 


Der Grenziibergang kann hier zwar nicht in (21) fiir die Belegung selbst, jedoch 
fur das fiir alle r > R hierdurch bestimmte Potential vollzogen werden. Man erhiilt 
hierbei 


G(r, t) = 2 cos t, (22) 


also das bekannte Potential des Dipols mit dem Dipolmoment U zu dem, was an- 
schaulich unmittelbar klar ist, eben die auf den Ursprung zusammengezogenen 
einfachen Quellen und Senken verschmelzen und die hiedurch eine Singularitat hohe- 
rer Ordnung bilden. 

Die Betrachtung dieser beiden Grenzfille, die den Verfahren zugrunde liegen, 
durch die bisher hauptsachlich solche Aufgaben gelést worden sind, zeigt, wie die 
Methode der ,,Tragerkurve“ diese 4uBerlich recht verschiedenen Verfahren einheitlich 
zusammenfaBt. 


B. Fur das zyklische Potential: 


Unter Verwendung von (14b) erhalt hier (13) die Form: 
2% 
| Jr) (t) In [(cos¢ — KR cos t)? + (sint — Rsint)?]: Rdt =G, (23) 
0 


wobei = G = 0, also G eine von ¢ unabhangige, willkirliche Konstante ist. (23) laBt 


sich, wie man leicht sieht, nur dann erfitillen, wenn 


IR) (T) = Yo, 
also konstant ist, wobei diese Konstante mit Riicksicht auf die Willkiirlichkeit von CG 
frei verfiigbar bleibt. 


6. Bestimmung des Einflusses der Verdrangungsdicke der Grenzschicht auf die 
Druckverteilung bei der Umstrémung von Kreiszylindern. 
Die nach Prandtl! definierte Verdraingungsdicke der Grenzschicht ist bei Kreis- 
zylindern mit dem Radius R, die in eine Parallelstromung eimgebracht sind, bei 
Zirkulationsfreiheit gegeben durch 


Ry: v:-(a#—t) 1°78 bi Reet ee Meee am —t 
d(t) = v3 4 an (¢@—-t) | Ree i Ry |/ sin (2 —?) 2G BV aaa : (24) 
Hierbei wird der Polarwinkel so gezihlt, daB der vordere Staupunkt bei / = z liegt. 
aeetes ae DA Ti OLE 
Es ist mit der kinematischen Zihigkeit », wie tiblich, Re = i die Reynoldsche 


Zahl und zur Abkiirzung wird 1:73: Re-°> = C gesetzt. Die durch Hinzuschlagen 
von 6(t) zur Kreiskontur entstehende neue Kontur ist somit gegeben durch 


42 =U 
k= R, (1 10a (x — t) 


11%. B. in W. F. Durand: Aerodynamic Theory, Bd. III, Div. G, 14. Berlin: Springer- 
Verlag. 1936. 
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bzw. in kartesischen Koordinaten mit ¢ als Parameter 


uw —t ) 
w(t) = Ro(I +6)/ a2} - 008s, | 


Fir t = 0 wird R= co! Das Prandtlsche Grenzschichtverdrangungsprofil reicht 
ins Unendliche. Die Umgebung der Kontur, die diese Singularitaét aufweist, liegt 
jedoch im real auftretenden Totwassergebiet und es kommt ihr keine physikalische 
Bedeutung zu. Da ja die Verdrangungsdicke ihren Einflu8 auf die Druckverteilung 
nur fiir Werte von t, die vor dem 
Grenzschichtablésungspunkt _lie- 
gen, also etwa fir |f| > 82° aus- 
iiben kann, wird es als zulassig 
angesehen, in der Nahe dieser 
Singularitét die durch (25) be- 
stimmte Kontur so abzuandern, 
da hieraus ein geschlossenes, end- 
liches Profil entsteht, das (1) er- 
fiillt. 

Um iiberhaupt zu merkbaren 
Verdrangungsdicken zu kommen, 
mu man eine mit verhaltnis- 
maBig niedriger Reynoldscher 
C,, —— Prandtlsches Profil. Zahl vor sich gehende Stromung 

annehmen. Wir wahlen C = 0:1, 
das heiBt Re x 300. Da jedoch die Grenzschichttheorie streng genommen fir 
Re -> oo, also praktisch fiir groBe Re gilt, ist es zweifelhaft, ob sie bei diesem niedri- 
gen Wert tiberhaupt noch gilt. Die * zu entnehmenden Druckmessungen an um- 
stromten Kreiszylindern sind simtlich bei Re = 15000 vorgenommen worden. 

Das durch (25) gegebene Profil, das in Abb. 2 dargestellt ist, wird fiir |t| < 30° 
dadurch abgeandert, daB, fiir Ry, = 1 gesetzt, die Werte fiir ¢ = 0 und fir t = 15° 
wie folgt festgesetzt werden: 


(25) 


Abb. 2. CQ, Grenzschichtverdrangungsprofil fur den Kreis 


R, = 1,0 bei R, = 300. 


t | a | y | & | y 

| 
0 1°30000 0:00000 0°00000 | + 1:27800 
15° 1:23750 0°33159 — 0°50639 | + 1:19463 


Als Tragerkurve wird der zum Einheitskreis konzentrische Kreis mit dem Radius 0°5 
gewahlt. Mit Riicksicht auf die vorliegende Symmetrie treten nur Cosinusglieder_ 
auf. Nimmt man den Ausschnitt aus (18) mit den Gliedern bis zur 6. Ordnung, 
wobei die Fourier-Zerlegung von K, (t,t) und von F (t) selbst bis zur 12. Harmoni- 
schen mittels der Bestimmung der entsprechenden Anzahl aquidistanter Funktions- 


werte im Intervall 0...2a durchgefiihrt wurde, so erhalt man fiir 
Mo,5 (t) = [+ 0°00312 — 2°52141 cos t — 0°63184 cos 2 t — 1712629 cos 37 — 
— 2°31631 cos 4 + — 5°94834 cos 5 t — 7:95303 cos 6 e[<2U, (26) 


Obwohl hierin die Koeffizienten mit wachsender Ordnung im allgemeinen noch zu- 
nehmen, ist dieses Ergebnis bereits gut brauchbar. Eine erste Kontrolle liegt darin, 
dafi gemaf (15) das erste Glied dieser Entwicklung, das sich hier zu 0°00312 ergibt, 
streng genommen 0 sein miiBte. Weitere Kontrollen ergeben sich dadurch, daB die 
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durch die Belegung (26) hervorgerufenen 4p 
Geschwindigkeiten berechnet und mit der q 


Grundstromung zusammengesetzt werden As ods A if ivy lask! 
und die Erfiillung der Randbedingungen gg ee 
gepriift sowie der Staudruck (Druck in 04 7 
t = 2) ermittelt wird. Es zeigt sich, daB 92} | 
die Richtung der so gefundenen Geschwin- a cael 
digkeiten langs ©, mit der Tangentenrich- _- | teeall ul | 
tung bereits auf weniger als 1° iiberein- -06 | + =| 
stimmt und da sich der Staudruck zu rH | | 

q = 0°99873 a + po ay [ leesider | | 
statt streng zu ie ry sb ay eet | | 

2. , 
g=1-— 2 r Po ay BI | 4 i 
: : : -24 “| 

ergibt (9: Dichte, p,: statischer Druck). 296 
Die erreichte Naherung ist demnach prak- —_ -28 1 | 
tisch ausreichend. “20, 50 0 >, 90 60 30 0 


Abb. 3. 


Der hiermit ermittelte Druckverlauf ist ; 
iii eidem onbebh nie coho Druckverteilung um das Profil C, 
ave : , or “ 3 er im Vergleich mit der —— Potentialstromung 
Druckveriauf langs des Kreiszylinder- um den Kreis mit R = 1. 
umfanges ohne Beriicksichtigung des Ein- 
flusses der Grenzschichtverdrangungsdicke dargestellt ist. Der Vergleich dieser Ergeb- 
nisse (fiir Re ~ 300!) bestatigt die Auffassung, daB dieser KinfluB nicht nennenswert ist. 


7. Schlu8bemerkungen. 


Die hier dargelegte Berechnungsmethode erfordert zu ihrer praktischen Durch- 
fiihrung lediglich die Anwendung der harmonischen Analyse und die Lésung linearer 
Gleichungssysteme. Bei Profilen, die nicht allzu unsymmetrisch sind, wird bei ge- 
eigneter Wahl der Tragerkurve zumeist schon eine Entwicklung der Belegungs- 
funktion mit wenigen Gliedern niedriger Ordnung zu brauchbaren Ergebnissen fiihren. 


(Hingegangen am 12. Marz 1954.) 


Bemerkung zur Theorie der Charakteristiken. 
Von Hilda Geiringer, Wheaton College, USA. 


Zusammenfassung. Fiir den Fall zweier planarer partieller Differentialgleichungen erster 
Ordnung werden Richtungsbedingung und Kompatibilitétsbedingung in symmetrischer Form 
gegeben und die verschiedenen bestehenden Identitaéten aufgezeigt. 


Summary. For two planar partial differential equations of first order directional condition 
and compatibility condition are given in a symmetric form exhibiting the existing identities. 


Résumé. L’auteur discute le cas de deux équations différentielles partielles, planaires du 


premier ordre pour indiquer la condition de direction et la condition de compatibilité en forme 
symétrique. Puis elle démontre les différentes identités existantes. 


1. Die folgende anspruchslose Bemerkung bezieht sich auf Systeme zweier partieller 


Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei unabhangigen Variablen x, y, wobei 


: ; ou Ou : ; 
die Ableitungen aa ou) bn. ou nur in erster Ordnung auftreten (planare Glei- 


chung). In den Anwendungen kommt solchen Systemen eine auBerordentlich groBe 
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Rolle zu, wobei man auch nichtlineare Systeme betrachten muB, das heiBt Systeme, 
in denen die Koeffizienten der Ableitungen sowie die rechten Seiten nicht nur von 
z und y abhingen. Man denke etwa an eindimensionale, nicht stationare oder an 
ebene stationiire Gasbewegung, an das ebene Spannungsproblem der Plastizitats- 
theorie usw. 


In jedem dieser Falle 148t sich, und zwar auf mehrere Arten, aus den zwei 
Differentialgleichungen erster Ordnung eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 
ableiten, derart, da8 man aus einer Lésung dieser eine Lésung des Systems in einfacher 
Weise gewinnen kann. 


Die Charakteristikentheorie solcher Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
war bis vor kurzem dem angewandten Mathematiker weit gelaufiger als die der ge- 
nannten Systeme. So tritt etwa in dem bekannten Werk von Sommerfeld? die 
direkte Theorie der Systeme iiberhaupt nicht auf, und im wesentlichen gilt das auch 
von Frank-Mises’ Werk2. Wahrend die prinzipielle Theorie von Hadamard und 
Levi Civita entwickelt wurde, ist es meines Erachtens das Verdienst R. Courants, 
die Wichtigkeit und den Vorteil der direkten Behandlung der Systeme hervorgehoben 
und die Theorie der Systemtypen, die fiir die Anwendungen besonders wichtig sind, 
ausgebaut zu haben. Insbesondere haben wohl viele von uns diesbeztiglich Anregung 
und Belehrung aus dem Werk von Courant-Friedrichs empfangen®, an dessen 
Darstellung die folgenden einfachen Bemerkungen ankniipfen. Diese gehen auf Ge- 
sprache mit R. v. Mises zuriick. 


2. Wir betrachten das System: 


un ou ou ov ov 
Aa; ag 1 Oe ay t Os a Ay ay ests 


as ou ou 


pear? 


ou 4 oy aes 


wobei die a,, b;, A, B gegebene Funktionen von z, y, u, v sind, die man geeigneten 
Stetigkeits- und Différenzierbarkeitsannahmen unterwirft. Die fiir die Anwendungen 
wichtigen Spezialfalle sind bekanntlich a) die a,, b;, A, B sind nur von x, y abhangig, 
lineares System, b) die a,, b; hangen nur von uw, v ab und A = B = 0, reduzibles 
System. 


Von zentraler Wichtigkeit sind die Charakteristiken oder charakteristischen 
Kurven. Die Richtungsbedingung bestimmt fiir jeden Punkt P die Richtung, 
dy/dx eer durch P gehenden Charakteristik als Funktion von a, y, u, v. Falls eine 
bestimmte Losung u (x, y), v (%, y) zugrunde gelegt ist, gehen durch jeden Punkt 
des betrachteten Gebietes, in dem die Gleichungen ,,hyperbolisch“ sind, zwei von- 
einander verschiedene solche Richtungen. Die Kompatibilitatsbedingung sagt 
aus, daB die Ableitungen du/do, dv/do in ein und derselben charakteristischen Richtung 
nicht voneinander unabhangig sind, sondern daf zwischen ihnen eine lineare Beziehung 
besteht. All diese Relationen werden z. B. in dem genannten Buche von Courant- 
Friedrichs explizit gegeben (Kapitel II, insbesondere S. 43). Doch sind die dort ge- 
gebenen Kompatibilitatsbedingungen so unsymmetrisch und uniibersichtlich, daB der 
Wunsch entsteht, sie in einer der inneren Symmetrie des Problems angepaBten Weise 


1 A. Sommerfeld: Partial Differential Equations in Physics. New York, N. Y.: Academic 
Press, Inc. 1949. 

* Ph. Frank und R. v. Mises: Differentialgleichungen der Physik, I. Teil, 2. Aufl. F. Vie- 
weg. Braunschweig 1930. 

3 R. Courant and K. O. Friedrichs: Supersonic Flow and Shockwaves. New York-London: 
Interscience Publishers. 1948. 
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za schreiben, die gleichzeitig die verschiedenen bestehenden Identitaten 
aufzeigt*. Wir geben im folgenden eine kurze, aber vollstandige Darstellung. 

3. Gesucht ist eine solche Kombination 4 ZL + uu M der beiden Gl. (1), daB in ihr 
wund vin der gleichen Richtung differenziert werden. Wir nennen diese Richtung 
die o-Richtung mit Komponenten des Einheitsvektors cos x, sin « oder charak- 


teristische Richtung, und die dazu Senkrechte mit é = — sin a, n = cos « die 
Ausnahmerichtung. Wenn also in 
AL+uM=i1iA+puB (la) 


A und uw, wie eben erklart, gewahlt sind, so mu8 


F (Aa, + wby) + 4 (Aa, + wb,) = 0. | 


1b 
E (hag + mbs) +1 (Lay + wb,) = 0, | ee 
sein. Oder, wenn man nach 4, uw lost, mit 
Ea, + 7a,= Ay, €b,-+ 4b, = By, (1c) 
c 
Sas + na,= A,, fb,+ b,= B, 
folgt: 
MA, +uBe=0,. AA,+ 2B, =0. (1d) 
Und (d) gibt die Richtungsbedingung 
Ag De == TA OA (2) 
oder ausfiithrlicher, mit (2, k) = a,b; — a;,b;: ; 
(1, 3) 6? + [(1, 4) + (2, 3)] 6 + (2, 4) 7? = 0, (2') 
wobei der Fall positiver Diskriminante als ,,hyperbolisch‘‘ bezeichnet wird. 
Nun bestehen die folgenden Identititen: 
By a,—A,b, _ Ayb,—Bya, _ = 
ab Atle are ee 
Brtea Ashe Are Fite = (1,474 2 (2, 4) = (3,2) +28, 1) =E,, | 
die der Wahl A/u = — B,/A, in (d) entsprechen. Und entsprechend der Wahl von 
Aju = — BAJA: ’ 
B, a3 — A, bs hal Ag by— By a = (3,4)=L 
n & ? 29 (4) 
ete ee eee Es TT A) (Ua (9 ee 4ak lt Ka 
n g ; oa ede | ) 
wobei in die jeweils zweite der Identitaten (3), (4) die Beziehung (2) eingeht. Bezeichnet 
man dann mit (&/7)+ = — tan «+ die beiden aus (2) bestimmten, im hyperbolischen 
Falle reellen Richtungen, so erhilt man mit Aju = — B,/A,, was gemaB (c) unter 


Verwendung von (&/7)+ gerechnet wird, aus (a) die Kompatibilitatsbeziehung entlang 
der o+-Richtung, und in derselben Weise fiir (/n)~ die Kompatibilitatsbedingung 
entlang der o--Richtung, namlich: 


K, 4.1, = B,A—A,B. (5) 
Eine vollig aquivalente Form von (5) folgt fiir 2/u = — B,/A,, namlich: 
K,& + [a5 = B,A—A,B. (5’) 


4 Die Darstellung in dem Spezialwerk von R. Sauer: Anfangswertprobleme bei partiellen 
Differentialgleichungen, Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, Bd. 62, deckt 


i icht mit der Folgenden. 
= cea . (Eingegangen am 27. Februar 1954.) 
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Eine neue Begriindung der wellenmechanischen Elektronentheorie. 
Von Walter Glaser, Wien. 


Zusammenfassung. Durch die Annahme einer die Lorentzschen Bewegungsgleichungen 
nicht beeinflussenden Magnetisierung ergibt sich durch rein klassische SchluBweisen eine der- 
artige Verallgemeinerung der Lorentzschen Elektronentheorie, daB diese Erweiterung auch die 
Diracsche Wellengleichung in sich enthalt. Das Elektron kann in dieser feldmaBigen Auffassung 
als eine raéumliche Energie-Impulsverteilung aufgefaBt werden, aus welcher die Feldgréfen, 
eine Ladungs- und Stromdichte sowie ein Energiestrom folgen. Hieraus kénnen alle das Elektron 
betreffende GréBen, wie Ladung, Impuls, Drehimpuls und magnetisches Moment, bestimmt 
werden. Die Feldgré8en fiir die Beeinflussung dieser Energie-Impulsstrémung durch ein 4uBeres 
elektrisch-magnetisches Feld werden gleichfalls angegeben. 


Summary. Supposing a magnetisation, not influencing the Lorentz equations of motion, 
and by way of purely classical conclusions, such a generalisation of the Lorentz electronic 
theory is obtained that this enlargement also covers the waves equation of Dirac. In this 
field-like conception the electron is considered as an energy-impulse distribution in space 
from which the field values, the charge density, and the current density, as well as the energy 
flow can be ascertained. In this manner all values concerning the electron can be determined, 
such as charge, momentum, spin, and magnetic moment. The field values concerning an outer 
electro-magnetic field influencing this energy-impulse flow are also indicated. 


Résumé. En supposant une aimantation sans influence sur les équations de mouvement 
Lorentz et en se servant de conclusions purement classiques on obtient une généralisation de la 
théorie Lorentz des électrons qui comprend également |’équation des ondes de Dirac. Dans cette 
conception, qui se base sur l’idée du champ, |’électron peut étre considéré comme la distribution 
dans l’espace d’énergie et de moment de laquelle on peut calculer le champ, la densité de charge 
et de courant et le courant de l’énergie. C’est de cette fagon qu’on trouve toutes les valeurs 
concernant l’électron, telles que la charge, Vimpulsion, moment de rotation et le moment 
magnétique. Sont également indiquées les valeurs de champ concernant linfluence qu’exerce 
un champ extérieur électro-magnétique sur ce flux d’énergie et d’impulsion. 


Die wellenmechanische Theorie des Elektrons, wie sie in der Diracschen Wellen- 
gleichung ihren pragnantesten Ausdruck findet, scheint auf ganz anderen Grund- 
lagen zu beruhen als die Lorentz-Maxwellsche Elektronentheorie. P. Dirac hat seine 
beritihmte Wellengleichung, die sich in ihren Anwendungen so glinzend bewahrt hat, 
in genialer Weise durch rein formal-mathematische Uberlegungen gefunden. Eine 
einleuchtende physikalische Begriindung und Interpretation dieser Wellengleichung 
gehért daher zu den noch offenen Problemen der modernen Physik. Im folgenden 
mochte ich zu zeigen versuchen, da man auch im Rahmen gewohnter Vorstellungen 
durch eine natiirliche Erweiterung der Lorentzschen Elektronentheorie zur Dirac- 
schen Wellengleichung gelangen kann. Dazu ist es nétig, zuerst die Grundlagen der 
Lorentzschen Theorie so zu fassen, daB sie eine geeignete Ausgangsbasis fiir ihre 
wellenmechanische Erweiterung bilden. 


1. Die Definition der FeldgréBen. 


Die elektrische Feldstirke € definieren wir durch die an der Einheitsladung hervor- 
gebrachte Leistung: 


bes du re dg 
Goss type tigee (1) 


Hierbei bedeuten g und » Impuls und Geschwindigkeit und u die Energie pro Ladungs- 
einheit. Der Energiesatz in der Gestalt 


vdg = du (2) 
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wird im folgenden eine grundlegende Rolle spielen. Ist die Energie wu als Funktion 
des Impulses 


U= U (Jus Jur Gz) = U() (3) 
gegeben, so folgt nach (2) die Geschwindigkeit: 
ou ou ou ou 
Vgce poe a a agar Cas a9, oder kurz py = 2a" (4) 


Denkt man sich eine Impulsverteilung g (2, y, z,t) und eine dazugehérige Energie- 
verteilung w(x, y,z,t) gegeben, so gilt auf Grund von (2) 


ou og 
eas (5) 
und (1) kann in der Gestalt 
O 0 
Ev =vgradu + =vygradu +» (6) 


geschrieben werden. Die Auflosung dieser Gleichung nach € ergibt 
E=gradu+ 246 x», (7) 


wobei © ein willkirliches, von Ort und Zeit abhingendes Vektorfeld bedeutet. Wir 
wollen speziell © = 0 annehmen. Wir haben also 


& = grad u +o, (8) 
Wir bilden von (8) den Rotor 

rot € = = rot g. (9) 
Definiert man eine weitere FeldgroéBe 8, die magnetische Feldintensitaét, durch 

8 = — crotg, (10) 
so folgt aus (9) die Beziehung 

rot 6 = —— 8. (11) 


Die GréBe c ist eine Dimensionskonstante von der Dimension einer Geschwindigkeit. 
Sie wurde in (10) eingefiihrt, damit 8 [vgl. (8)] die gleiche Dimension wie € erhilt. 

Nach (10) gilt 
diy 5 = 0. (12) 


2. Die Lorentzschen Bewegungsgleichungen. 


Wir wollen zeigen, daf8 in den Definitionen (8) und (10), die wir auf Grund des 
Energiesatzes erhalten haben, bereits die Lorentzschen Bewegungsgleichungen implizit 
enthalten sind. Man hat zunachst die Vektoridentitat 


d ta) 
= + grad (vg) —v x rot g. (13) 


Durch Unterstreichen ist hierbei angedeutet, da der entsprechende Vektor bei der 
Differentiation konstant zu halten ist. 
Aus dem Energiesatz (2) 


» dg =d (vg) = grad (vg) dr + v2 dt = grad ude +S dt (14) 
folgt 
grad (v g) = grad wu. (15) 
Die Gl. (13) geht damit tiber in 
“8 — grad u +8 x rot g. (16) 
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Auf Grund der Felddefinitionen (8) und (10) ist (16) mit 

4 _€+4—(v x B) (17) 
gleichbedeutend. Gl. (17) stellt die Lorentzschen Bewegungsgleichungen dar. 


3. Das Vakuum als Medium mit verborgener Magnetisierung. 
Ersetzt man in den Lorentzschen Bewegungsgleichungen (17) den Vektor 8 durch 


B= HH NM (18) 
so gehen sie tiber in 
4% _ g—1( xm) ++ x §). 22) 
Schreibt man 
D=E——(v x M), (20) 
so ergibt sich 
FH=D+5 x H). (21) 


Die Substitutionen (18) und (20) bedeuten die Einfiihrung einer Magnetisierung it 
und einer dazugehorigen elektrischen Polarisation 


B= ——(v x M). (22) 


Durch Vergleich von (21) und (17) erkennt man, da durch diese Magnetisierung und 
Polarisation die Lorentzschen Bewegungsgleichungen nicht verandert werden. 


Versuche im Vakuum, die allein die Lorentzschen Bewegungsgleichungen zur 
Grundlage haben, z. B. e/m-Bestimmungen mittels Ablenkungen im elektrisch- 
magnetischen Feld, werden uns daher veranlassen, wegen der Gleichheit von (17) 
und (21) allgemein im Vakuum 


D=€ und B=G§ (23) 


zu setzen?. 


Diese (failschliche) Gleichsetzung (23) bzw. (23a) zwischen © und D bzw. 8 und § 
fiihrt im Rahmen der geometrischen Elektronenoptik, die allein auf den Lorentzschen 
Bewegungsgleichungen beruht, trotzdem zu richtigen Ergebnissen?. Wir miissen 
aber darauf gefaBt sein, daB sich bei gewissen Untersuchungen die Wesensverschieden- 
heit von © und D bzw. 8 und § bemerkbar macht. Derartige Versuche werden also 
die im allgemeinen auch im Vakuum méglicherweise vorhandene Magnetisierung St 
und die dazugehérige Polarisation S$ in 


D=CE+R (24) 
offenbaren. Wir werden zeigen, dafi hierin die Wurzel fiir den Elektronenspin liegt. 


Eine auf (18) und (20) konsequent aufbauende Elektronentheorie wird nimlich in 
natiirlicher Weise zur Dirac-Gleichung fiihren. 


* Und zwar bei Verwendung eines der absoluten Mafsysteme, in denen €, D, 8 und § 
dimensionsgleich sind. Im praktischen Mafsystem werden wir entsprechend zu (23) 


D=HF, B=mH (23a) 
setzen. 

2 Man kann hierbei an die Betrachtungen von N. Bohr, ©. G. Darwin und W. Pauli 
denken, die sich mit der Unmédglichkeit befassen, den Elektronenspin durch Ablenkversuche 
nachzuweisen. Zu diesen Fragen s. die klare Darstellung der Diracschen Theorie in L. de Broglie 
L’électron magnétique, 8. 272, Paris 1934, und die dort angefiihrte Literatur. Vgl. auch N. F. 
Mott and H.S. Massey: The theory of atomic collisions, S. 61. Oxford. 1949. 
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Setzt man 
il 1 
Gg 0D U= Tmec, (25) 


wobei m die mit e verbundene relativistische Masse bedeutet, so kann man in (20) 
die Geschwindigkeit » gemaB 


ae af (26) 
durch den Impuls ersetzen: 
D=C—c(g x =). (27) 


Wir bezeichnen nun den Betrag des Vektors Jt/w mit k, und kennzeichnen seine 
Richtung durch den Einheitsvektor 38: 


" M = ky wu 8: (28) 

Die Grd8e k, hat die Dimension einer reziproken Linge. Mit (27) und (28) erhalt man 
so die grundlegenden Gleichungen der erweiterten Elektronentheorie: 

D=C€ —ckhy (g X 8), (29) 

B= H — ky w3. (30) 


Eine weitere Verallgemeinerung von (30), welche die Lorentzschen Gleichungen 
ebenfalls invariant la8t, ware durch 


B= H—-—kuwu3—Mg (30a) 


gegeben. Sie wird insbesondere durch die Relativititstheorie nahegelegt. Wir be- 
schranken uns hier auf den Fall M = 0. 


4. Die erweiterten Feldgleichungen der Elektronentheorie. 


Im weiteren machen wir eine moglichst einfache Annahme itiber 3. Wir setzen 
voraus, daf der Vektor I/u, also k, $ konstant sei, das heiBt, wir nehmen an, daB 
der Betrag der Magnetisierung der Energie pro Ladungseinheit proportional ist. 
Mit (11) und (12) ergeben sich aus (29) und (30) die folgenden Feldgleichungen fiir D 
und §, wenn man die bekannte Vektorbeziehung 


rot (g X $8) = grad (8g) — 8 X rotg — $divg (31) 
beachtet: i 
rote) = a + By) BaP I 8 (c div g ++) — ky c grad (3 q) (32) 
und [vgl. (8) ] 
div § = div M = ky 8 grad w = ky ©3 — Z (ky 3). (33) 


Definiert man auf Grund der Energie-[mpulsverteilung g und wu die weiteren Feld- 


funktionen 
1 ou 


F =cky34q, G=cdivg+— > 4 (34) 
so gehen (32) und (33) tiber in 
rot D = ——H +k S Xs +k 3G — grad F, (35) 
5 le 
div § = ky (3) — > F. (36) 


Das zweite Gleichungspaar, das uns zum System der Feldgleichungen noch fehlt, 
kénnen wir aus Symmetriegriinden in der Gestalt 
8* 
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rot § =—D' + ky Dx3 +k) 3F — gradG, (37) 


div D = ky ($3) +4 (38) 


4 


annehmen. Gegeniiber (36) ist in (38) lediglich der Vorzeichenwechsel der zeitlichen 
Ableitungen zu beachten. Daf dieser Wechsel im Vorzeichen notig ist, werden die 
weiteren Betrachtungen zeigen. 


Aus dem System der Feldgleichungen kénnen wir nun alle Feldgrofen bis auf eine 
eliminieren. Wir wollen die Differentialgleichung, denen jede FeldgroBe geniigen 
mu, bestimmen. Die Elimination geht in ganz ahnlicher Weise vor sich wie bei 
den Maxwellschen Gleichungen. Durch Anwendung von Divergenz auf (35) bzw. (37) 
erhilt man fiir / bzw. G die Wellengleichung 


AP ~~ F —keF =0 (39) 
und pie 
AG —= G — ke @ = 0. (40) 


Ebenso ergibt sich durch nochmalige Anwendung von Rotation auf (35) bzw. (37) 
und Einsetzen aus den anderen Gleichungen 


AD — +B" — ke D =0 (41) 
und aes 
AG —=H — keh =0. (42) 


Die Gl. (39) bis (42) stellen die Schrddinger-Gordonschen Gleichungen dar. Alle 
unsere FeldgroBen gentigen also dieser Wellengleichung. Das System unserer ver- 
allgemeinerten Lorentzschen Feldgleichungen (35) bis (38) leistet also insofern das 
gleiche wie die Dirac-Gleichung, als es eine Linearisierung der Schrédinger-Gordon- 
Gleichung darstellt. Gegentiber den Dirac-Gleichungen, welche wesentlich komplex 
sind, stellt es aber ein reelles Gleichungssystem dar. Wir wollen zeigen, da®B es tat- 
sichlich nichts anderes als eine Zerspaltung der Dirac-Gleichungen in Real- und 
Imaginarteil darstellt. Die Richtung der Magnetisierung wollen wir in die z-Richtung 
weisen lassen. Die Gl. (35) bis (38) erhalten mit der so gewahlten 3-Richtung in 
Komponenten geschrieben die Gestalt: 


en eH Doth D,-Z, (a) 

Poe ee or (8) 

a Fi ~D, + ky F _ = (y) 

Be 4 Sy 4 Sek, +1 4, (6) 

ee a Zi so Wy ys = (0) (43) 
z= it me a 2) 

=e =: fe ae + lig G — (r) 

Soe pe ee atid re (A) 
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Das Gleichungssystem (43) kann man nun in komplexer Gestalt zusammenfassen, 
wenn man 


Y¥,=t1D,—F, Y,=1D,—D,, %,=H,+%G, YW =H;,+it1H, (44) 
setzt. Man erhalt so durch die links angedeutete Zusammenfassung: 


a Oe by i ez 
(«~) + 7(f) (Say tho) Ys (< a | aa) : “at = 0, 
M+: (FS—m)r(Pe—s)ystsang | 
— (0) +i (0): (Fe — ho) Met (FE +A) Mi —+ = 0. 
Wenn man die reziproke Liinge k, gleich k, = =e setzt, so stellen die Gl. (45) das 


System der Dirac-Gleichungen dar. Wir sehen also, da unsere verallgemeinerte 
Elektronentheorie mit den Dirac-Gleichungen Aquivalent ist. Real- und Imaginar- 
teil der Diracschen Wellenfunktionen Y, und YW, bestimmen dabei nach (44) die 
elektrische Felderregung D, waihrend der Real- und Imaginarteil von Y, und V, die 
magnetische Felderregung § liefern. Labt man k, — 0, das heiBt die Ruhmasse gegen 
Null gehen, so erhalt man die Maxwellschen Gleichungen des Lichtes. Daf sich diese 
in einer Art Dirac-Gleichung komplex zusammenfassen lassen, darauf ist bereits 
von Darwin® hingewiesen worden. 

In ganz analoger Weise wie in der Maxwellschen Theorie kann aus den Gl. (35) 
bis (38) der Poyntingsche Satz hergeleitet werden. Man braucht dazu nur Gl. (35) 
mit §, Gl. (37) mit D multiplizieren und beide Gleichungen voneinander subtrahieren. 
Man findet den Erhaltungssatz 


dive + —0, (46) 
wobei Stromdichte © und Energiedichte w durch 


1 
SS=aeUxX Ot H—-—G4D), wt +P +e) (47) 
gegeben sind. Setzt man 
S=w%, (48) 
so ist die Geschwindigkeit der Energie-, das heiBt der Materiestrémung durch 


© cDxH+FH—GS 

B= DHT LE cae) 

bestimmt. Auf Grund der Korrespondenz (44) kann man zeigen, daB (47) mit der 
Diracschen Strom- und Dichtedefinition tibereinstimmt. 


Auer dem angefiihrten Poyntingschen Strom kann man aber auf Grund unserer 
Gl. (35) bis (38) noch zu einem Ladungsstrom gelangen. Wir miissen dazu nur aut 
Grund von (29) und (30) die zwei weiteren Differentialgleichungen fiir © und % auf- 
stellen. Sie treten als erstes Paar der Maxwellschen Gleichungen an die Seite von (11) 
und (12). Mit Gl. (37) und (30) erhalt man 


rot B=—TE +i (50) 


und mit (29) und (38) 
div € = 0, (51) 


3 C. G. Darwin: Proc. Roy. Soc. London 118, 654 (1928). 
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wobei Stromdichte i und Ladungsdichte @ aus der Energie-Impulsverteilung durch 
: iis 
i= borg —cgrad@ = kyteg —c?grad (divg + 4), (52) 


. Sis 1 
Hk e br G = keu t div g + —2 % (53) 


gegeben sind. Natiirlich mu fiir i und @ der Erhaltungssatz 
divi +2 =0 (54) 


gelten, wie durch Anwendung der Divergenzoperation auf (52) unmittelbar folgt. 

Tatsachlich ist (54) identisch mit der fiir G geltenden Schrédinger-Gordon-Gleichung (40). 
Setzt man in (50) und (51) aus (8) und (10) ein, so folgt, da fiir die Impuls- und 

Energieverteilungen g bzw. w gleichfalls die Schrodinger-Gordon-Gleichung 


igo 
AG—=— 4 — Ne § 0 (55) 


Au — ti — ku = 0 (56) 


und 


besteht. Durch Multiplikation von (56) mit ky 3 folgt, daB dieselbe Gleichung fiir Jt 
gilt. Dann folgt sie aber nach (18) auch fiir 8. Ebenso ergibt sich aus (29) wegen (55) 
die Schrédinger-Gordon-Gleichung auch fiir ©. 

Mit der Kenntnis der Ausdriicke (52) und (53) fiir Ladungs- und Stromdichte, 
die einer bestimmten Energie-Impulsverteilung entsprechen, kénnen wir nun alle 
uns interessierenden Groen des Elektrons berechnen. Hierbei setzen wir also voraus, 
daB das ,,Elektron“ in unserer feldmaBigen Auffassung eine gewisse, mit der Gordon- 
Schrédinger-Gleichung vertrigliche Energie-Impulsverteilung darstellt, zu welcher 
die obige Strom- und Ladungsverteilung gehért. Die Gesamtladung wird so: 


e = ke? | ude + | (divg + 3a) dr. (57) 
Ferner wird das magnetische Moment nach einer allgemeinen Beziehung der Elektronen- 
theorie 


it == | (vc X i) dt. (58) 


8mc¢ 
Wenn man hier fiir i aus (52) einsetzt, folgt wegen 
txXi=keer xX qg—ecr x gradG=—kf cer xX g +c rot (rG@), (59) 


da das Integral itiber den zweiten Term in ein verschwindendes Oberflichenintegral 
verwandelt werden kann, 
De ena 
m =| (t.x g) de. (60) 


Zu diesem magnetischen Moment kommt noch das von der Magnetisierung St her- 
riihrende Moment 


Mp = ho 8 | wdr. (61) 
Da g der Impuls der Ladungseinheit ist, findet man den Impuls pro Volumseinheit 
durch Multiplikation mit @ nach (53). Der Gesamtimpuls ist daher 
; Pa arts 1 
G =k? \ugde +| |divg +3 al gar. (62) 
Der Drehimpuls wird 


3 = ke | we x g)de + | (div g + pa) (t x g)dr. | (63) 
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Kine statische Liésung der Feldgleichungen verlangt nach (55) und (56) 


Au —k?u=0 (64) 
und 
Ag — kg = 0. (65) 
Da die Gesamtladung 
e=|odr = he| wdr (66) 


und das magnetische Moment (60) endlich sein miissen, hat man die Differential- 
gleichungen (64) und (65) unter den Randbedingungen 


| udt = endlich, | (t x g) dv = endlich (67) 
zu losen. 


Aus den allgemeinen Lésungen 


co U 
w= S'S’ Pim (8) («i cosm p + pimsin my) a — HY, 1 (iar) (68) 
Pom G a 0 o” 


Co ab 
ey m Moa 1 g 
g te P{” (8) [a cos m p + 6" sin m WA igs eeea ket). (69) 


in denen P/”(8) Kugelfunktionen, die H!,, 1 Hankel-Funktionen und «;”, a”... 
2 
Konstante bedeuten, erkennt man durch Ausrechnung von (60) und (66), wegen der 


Singularitaét der Hankel-Funktionen im Nullpunkt, da8 nur die Werte / = 0 und 
i =i in Frage kommen. Wir erhalten so 


(6, « + by y + 6,2) ( 
r 


ihe Ee. (70) 


Ca kof 


U= B 


Any C+ Any Y + Ay, 2 1 


und entsprechend fiir die anderen Komponenten. Aus (66) folgt fiir die Elektronen- 
ladung 


(71) 


U2 


6 = X%. (72) 
Die Gesamtenergie 
U =\oeudtr (73) 
wird nach (53) und (70) (fiir b = 0) 
U = =e ky (74) 
Mit 
U =m Ce? (75) 
erhalt man so den ,,Elektronenradius‘‘ 
1 Ie ne? 
ay i es (76) 
und die Ladungsverteilung des Elektrons ist nach (53) und (70) gegeben durch 
1 
C—aigre™ a 


Hierin liegt die eigentliche Definition des ,,Elektronenradius‘‘ 7, = 1/k). Fir das 
magnetische Moment des Elektrons erhalt man nach (60) und (71) 


Cc 
My = Qko- (ey — Byz), see (78) 
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und fiir den Drehimpuls ergibt sich nach (63) 


1 
Jag = J (Gay — U2) + Z (by My — 8, dy), « «- (79) 
Wenn man (79) in Vektorform schreibt und (78) beriicksichtigt, folgt 
a ek aT 
= a, ta OX a) (80) 


Fir ein kugelsymmetrisches Elektron ist 6 = 0 und mit dem Wert von k, nach 
(76) erhalt man zwischen mechanischem Drehimpuls und magnetischem Moment den 
Zusammenhang 


J=— mm, (81) 


also gerade den magnetomechanischen Parallelismus, wie er dem Elektronenspin ent- 
spricht und durch das Fehlen des Faktors 2 im Nenner der rechten Seite von (81) 
gekennzeichnet ist. Dieses Ergebnis, zusammen mit (76), betrachten wir als eine starke 
Stiitze fiir die Richtigkeit unserer Uberlegungen. 


5. Lésung der erweiterten Feldgleichungen durch eine ebene Welle. 


Man erkennt aus dem Ausdruck 
=3(D?+D?+D2+F?—H2— Hy} —H2-@) (82) 


unmittelbar, daB die Energiedichte unverandert bleibt, wenn man das Feld D und § 
der folgenden Transformation unterwirft: 
D, = D, cos x — F sin y, F =F cosy + D,siny, 
Dz = D, cos 7 — D,sin x, D, = D, cos y + D, sin x, (83) 
H,=H,cosy—Gsiny, H,=H,cosy — H,siny, 


G =G cos y + H, sin x, H, = H, cosy + H, sin x, 


wobei x eine willkiirliche Funktion der Zeit- und Ortskoordinaten bedeutet. Man 
tiberzeugt sich leicht, daB dann auch der Poyntingsche Strom unverandert bleibt. 
In Vektorgestalt kann man die Gl. (83) wie folgt zusammenfassen: 


D = Deosy —8Fsiny +3 x Dsiny, | 
§ = H cosy — $Gsiny +3 x Hsiny, 
F =Foosy +9 8siny, 
G =G@coszy + §8sin x. 
Diese Tatsache legt es nahe, die erweiterten Feldgleichungen mit dem Ansatz 
D =D, cos « — 8Fysina +8 X Dysin «, 
H = Ho cos « — $Gysina + 8 X Hosina, 


F =F, cos « — 8 Dysin «, =) 
G = G, cos « + 3 H_sin « 
mit konstanten Vektoren Do, 0, fy, Gy und dem Ausdruck 
e=fr—wi (86) 


zu losen. Der Vektor £ bedeutet also den konstanten Ausbreitungsvektor und w die 
konstante Frequenz der durch (85) dargestellten ebenen Welle. Durch Einsetzen 


Eine neue Begriindung der wellenmechanischen Elektronentheorie. 119 


von (85) in (35) bis (38) und Nullsetzen der Koeffizienten von cos « und sin « erhiilt 
man fiir Do, Ho, fy und G, die Beziehungen 


D, xt= (x —2) Go +t (87) 

Eo = (ko +2) Fe, (88) 

8 (EDp) — Dy (81) + ¥ (8 Dy) = (bo ——S) [Ho X 8+G, 3] + FX 8), (89) 

£ (3 X Ho) = (ko +2) (Do) + Go (88) (90) 

Bo x E=(F + ho) Dy + EG, (91) 

EDs = (by — 2) Ge, (92) 

3 (f So) — Bo (8#) + E(B Do) = (ho +S) (D. x 8+ Fos] +G (tx 8), (93) 

£ (8 x Do) = (lp — 2) (Go 8) + Fo (8. (94) 

Durch skalare Multiplikation von (87) mit £ und Vergleich mit (88) folgt zunachst 


die Loésbarkeitsbedingung 
ke — 


= 0, (95) 
also 
wo = elk? + ke. (96) 


Man kann sich nun fiir jedes w vier der GrofBen, z. B. Hy und G, (oder Dy und F,) vor- 
geben, die anderen sind dann daraus bestimmt. So folgt z. B. aus (88) 


Fi=«($f) mit ~=h+2=ht/PFR. (97) 


Aus (91) folgt 

Do = Hx [Do x £ ang EG]. (98) 
Durch Einsetzen in die tibrigen Gleichungen erkennt man, daB diese durch (97) und (98) 
befriedigt werden. 


Wir berechnen den Strom (47) fiir eine der Lésungen (97), (98). Wie bereits friiher 
gezeigt worden ist, bleibt sowohl w wie auch © gegeniiber der Transformation (85) 
bei beliebigem « invariant. Wir konnen daher schreiben: 


w= (DE +H +P R+E?, SHe(DX Ho +FoSo—GD), (99) 


mit (97) und (98) erhalten wir unmittelbar auf Grund von (95) und (97) 


w= (So? + Ge) (100) 
und 
SH cut (Gr +O). (101) 
Fir die Geschwindigkeit der Materiestromung ergibt sich damit 
S ct 
$a. (102) 


Man erkennt, daB die Materiegeschwindigkeit mit der nach der Rayleighschen Formel 
ow 
B= OE (103) 
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aus (96) bestimmten Gruppengeschwindigkeit+ der Wellen itbereinstimmt?. Da 

anderseits die Geschwindigkeit nach dem Energie-Impulssatz durch (26) definiert ist, 

folgen aus der Gleichheit von (102) mit (26) bzw. (103) mit (4) die Beziehungen 
whe, Vos, (104) 


also die Planck-de Broglieschen Beziehungen. Ersetzt man daher w und f in (90) 
durch w und g, so folgt 


if 2 2 
Waele) =e ‘o 
die reziproke Linge k, ist also durch 
ky = ce = (106) 


definiert. 

Wirkt auf das Elektron ein durch das skalare Potential y und das Vektorpotential WU 
gegebenes AuBeres elektrisch-magnetisches Feld ein, so erhalten die erweiterten 
Lorentzschen Gleichungen die Gestalt: 


rot D = —+§ + (ky +e) § x3 + (kyo +e) 3G — grad F + 


4+ e{X(3D) —D (3M) + 3(UD) — F(A x 8)}, 
rot § =— D' + (ky — eg)D x 3+ (ky —ey)8F — gradG + 
+ e{X (8H) — HBX +3(AH)—-GA x 3)}, 
divD = (ky te) 8H +—G +e{3(D xX) — FY}, 


div § = (ky —e 9) 8€ ——F + {3 (§ xX) —4 BY} 


Der Beweis kann mit Hilfe der Invarianzeigenschaft gegeniiber (84) (Hichinvarianz) 
erbracht werden. Aus Raumgriinden gehen wir darauf und auf die Herleitung der 
Wellengleichungen fiir Impuls und Energie nicht mehr ein. Man kann auf Grund von 
(44) wieder zeigen, daB das System (107) mit dem Diracschen Gleichungssystem des 
elektrisch-magnetischen Feldes tibereinstimmt. Bei unserer Herleitung konnte die 
iibliche, rein formale Operatorkorrespondenz beim Ubergang zu den Dirac-Gleichungen 
des Feldes vermieden werden. Wenn man D und § wie in der Maxwellschen Theorie 
als schiefsymmetrische Feldtensoren auffaBt, kommt man in Widerspruch mit der 
Relativitatstheorie. Man kann zwar auf Grund der Korrespondenz (44) zu den vier 
Diracschen Wellenfunktionen 7, ps, Y3, Ys tibergehen und die relativistische Invarianz 
dadurch erzwingen, da8 man die y, wie in der Diracschen Theorie als GréBen von 
eigentiimlichem Transformationscharakter, als sogenannte Spinoren auffabt. Aber 
trotzdem scheint es sich zu empfehlen, auf die (relativistisch nicht invariante) Korre- 
spondenz (44) ganz zu verzichten und andere Feldgleichungen im Falle eines vorhan- 
denen elektrisch-magnetischen Feldes zu versuchen. Hierauf soll an anderer Stelle 
eingegangen werden. 


: ek 
mit € = =e sav (107) 


Bei der Abfassung dieser Arbeit haben mich meine Mitarbeiter F. Putz und 


P. Schiske in wirkungsvoller Weise unterstiitzt, wofiir ich ihnen hiermit bestens 
danke. 


4 Uber den Begriff der Gruppengeschwindigkeit und eine modellmaSige Veranschaulichung 
vgl. L. Flamm: Physik. Z. 29, 927 (1928). 


* Durch Superposition des Feldes mit positivem w = |w| und dem mit negativem » = — |o| 
ergibt sich ein komplizierterer Zusammenhang (Schrédingersche Zitterbewegung). 


(Hingegangen am 15. Marz 1954.) 
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Die Lecher-Leitung in der Kurzzeit-Impulstechnik*. 
Von H. Grasl, Wien. 
Mit 37 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Der Thomsonsche Schwingungskreis und die Lecher-Leitung lassen sich 
als Schaltelemente der Hochfrequenztechnik durch ihre Higenschwingungen charakterisieren 
(Abb. 1). Der zeitliche Verlauf derselben bestimmt die Vorginge in Schwingungserzeugern. 
Seinerzeit arbeitete man bei den Funkensendern unmittelbar mit den freien sinusartigen 
Schwingungen eines aus diskreter Kapazitat und Selbstinduktion bestehenden Kreises, neuerdings 
sind in der Kurzzeit-Impulstechnik die Rechtecksschwingungen von Systemen mit homogener 
Verteilung der Energiespeicher aktuell geworden, als deren Grundform eine mit Wirkwiderstanden 
abgeschlossene Lecher-Leitung (Wanderwellenleitung) anzusehen ist. Es wird gezeigt, wie solche 
Systeme mit Hilfe von Arbeitsdiagrammen in einer Strom-Spannungsebene allgemein behandelt 
werden kénnen. Die Theorie dieser Methode wird aus der Telegraphengleichung entwickelt, 
Beispiele aus der Radartechnik illustrieren ihre praktische Anwendung. 


Summary. Thomson’s Oscillating Circuit and Lecher’s line may—as constituting elements 
of high frequency technique—be characterized by their natural frequencies (Ill. 1). The shape 
of the natural oscillations is determinant for what happens in the oscillators. Formerly, in spark 
transmitters, the free, sine-shaped oscillations of a circuit, composed of a discrete capacity and 
self-induction, were directly employed. Nowadays, however, in technics of short impulses, 
rectangular oscillations of systems with homogeneous distribution of the energy stores have 
become subject of frequent use. As basic form of such systems a Lecher’s line, closed. by effective 
resistances, is to be to considered (surge-line). The author shows, how such systems can be generally 
treated by means of patterns in a current-voltage plane. The theory of this method is developed 
out of the telegraphic equation, and examples, taken from the Radar technique, are cited for 
ulustrating its practical application. 


Résumé. Le circuit oscillant de Thomson et ligne Lecher peuvent étre caractérisés par 
leurs oscillations propres en leur qualité d’éléments constitutifs de la technique a haute fréquence 
(Ill. 1). Les modifications de ces oscillations en fonction du temps décident de ce qui se passe 
dans les générateurs des oscillations. Auparavant, on travaillait dans les générateurs a étincelles 
directement avec les oscillations libres et sinusoidales d’un circuit composé d’une capacité et d’une 
self-induction. De nos jours, on se sert de préférence dans la technique 4 impulsions bréves (de 
courte durée) des oscillations rectangulaires de systémes a distribution homogéne des accumulateurs 
d’énergie, la ligne Lecher, close par des résistances effectives (ligne & ondes’ mobiles), pouvant 
étre considérée comme la forme de base de ces systémes. L’auteur démontre comment des systémes 
de ce genre peuvent étre traités en général & Vaide de diagrammes de travail dans un plan courant- 
tension. La théorie de cette méthode est développée en partant de léquation des télégraphistes. 
Des exemples pris de la technique du Radar servent d’illustrations pour Vapplication dans la 


pratique. 


Bei der Anregung homogener verzerrungsfreier 
Leitungen durch einen elektrischen Schaltvorgang 
kommt es zur Ausbildung von Wanderwellen, die die 
Leitung entlang laufen und an ihren Enden im allge- 
meinen reflektiert werden. Wenn die Leitungsenden 2 y} 
mit phasenreinen Wirkwiderstanden abgeschlossen sind, 
verlauft auch der Reflexionsvorgang verzerrungsfrei und re ons vey 
es sind dann an verschiedenen Stellen der Leitung ver- ee bP aang 2a eager 
schiedene unstetige Schwingungsformen zu beobachten, schwingungen durch  Schalt- 
insgesamt eine eindimensionale Mannigfaltigkeit, die von vorgang. 
den AbschluBbedingungen abhiangt. In der Impuls- 
technik der Radar-, Fernseh- und Nachrichtenanlagen sind Quellen- und Verbraucher- 
widerstiinde Ohmschen Charakters aber meist nichtlinearer Kennlinie in Betracht zu 
ziehen. Die Leitung wird gewohnlich durch eine Nachbildung in Form eines vielgliedri- 
gen Kettenleiters ersetzt, der Schaltvorgang durch eine Elektronenréhre ausgelost. 


J J 
ole ake, 


Abb. 1. Thomsonscher Schwin- 


* Abschnitt einer Arbeit ,,Der Wanderwellengenerator‘‘ aus dem Elektrotechnischen Institut 
der Technischen Hochschule Wien. 
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Wahrend die Vorgiinge in Schwingungskreisen durch die klassischen analytischen 
Untersuchungen bestens bekannt sind, fehlt bisher eine tibersichtliche theoretisch 
fundierte Darstellung der vielfaltigen Schwingungsformen von Lecher-Leitungen, 
die in der Gesamtheit ihrer Eigenschwingungen phasengleich erregt werden. Die 
von K. W. Wagner, R. Riidenberg und anderen Autoren vorgenommene mathe- 
matische Behandlung von Wanderwellenvorgangen auf Leitungen eignet sich vorztig- 
lich zur allgemeinen Analyse bestimmter Belastungsfille und hat mehr explikativen 
Charakter, wihrend die hier gestellte Aufgabe eine unmittelbare Auswertung des 
Zusammenhanges -zwischen veranderlichen Abschlu8verhaltnissen und zugehdrigen 
Schwingungsformen verlangt}-°. ; 


Als geeignetes Mittel zur Fixierung der Vorginge werden im folgenden zeitfreie 
Arbeitsdiagramme entwickelt, die den Strom-Spannungszustand der gesamten Leitung, 
vor allem der Enden, iibersichtlich als Funktion der Anfangswerte sowie der Abschlub- 
verhaltnisse zu beschreiben gestatten. Aus der fiir Leitungen giiltigen Losungsform 
der Wellengleichung, der Vierpol-Leitungsgleichung (komplexe Form der Telegraphen- 
gleichung), wird ein zweipoliges Quellenschema fiir die Abschlu8verhaltnisse abgeleitet 
und daraus eine graphische Methode entwickelt, die auch bei nichtlinearem phasen- 
reinem Quellen- und AbschluBwiderstand zur Ermittlung der temporaren Gleich- 
gewichtslagen von Hingangs- und Ausgangsstrom und -spannung im Verlaufe des 
Spieles der Wanderwellen geeignet ist, wobei beliebig wahlbare, an allen Stellen der 
Leitung gleiche Anfangswerte von Strom und Spannung vorausgesetzt werden. 
Iterativ angewendet, fiihrt diese Methode unmittelbar zur Darstellung der freien 
Leitungsschwingungen nach Gleichstrom-Schaltvorgangen, die sich als Rechtecks- 
schwingungen bzw. entlang der Leitung betrachtet, als Rechtecksimpulse erweisen. 


Die freien Sinusschwingungen eines diskreten, aus konzentrierter Kapazitaét und 
Selbstinduktion bestehenden Schwingkreises und die Rechtecksschwingungen der 
Selbstinduktion und Kapazitait gleichmaBig verteilt enthaltenden Wanderwellen- 
leitung werden einander gegeniibergestellt: Bei stetiger Verteilung der Energiespeicher 
(Leitung) sind die Eigenschwingungen nach Schaltvorgangen zeitlich unstetig, bei 
der diskreten (theoretisch unstetigen) Verteilung des Schwingkreises stetig, da zeitlich 
sinusférmig. Wahrend beim Schwingkreis ein Abgriff an der Spule einfach Teil- 
spannung bei ungedndertem zeitlichem Verlaufe zeigt, gibt ein entlang der Leitung 
verschobener Abgriff Impulse konstanter Amplitude und verschiedener zeitlicher 
Dauer, also eine grundlegend veranderte Schwingungsform. Hierbei ist im besonderen 
an den Vergleich eines Parallelschwingkreises mit einer einseitig kurzgeschlossenen 
Leitung gedacht. 


Die gewonnene Methode wird auf die systematische Behandlung von Schaltungen 
zur Erzeugung annahernd rechteckig verlaufender Impulse angewendet, wie solche 
in Radargeraten benutzt werden, einige Higenheiten der Betriebsverhiltnisse werden 
erortert. 


1. Ableitung eines zweipoligen Quellenschemas fiir aus einer Leitung kommende Wander- 
wellen zur Ermittlung der Randgleichgewichte. 


Die Strom- und Spannungsverhaltnisse auf Leitungen sind allgemein durch die 
Leitungsgleichungen in Vierpolform ausdriickbar. Fiir den eingeschwungenen Zustand 


* K. W. Wagner: Elektromagnetische Ausgleichsvorginge in Freileitungen und Kabeln. 
Leipzig u. Berlin. 1908. 


* K. W. Wagner: Operatorenrechnung. Leipzig: J. A. Barth. 1940. 
* R. Rudenberg: Elektrische Schaltvorginge. Berlin: J. Springer. 1933. 
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bei einer bestimmten Frequenz lauten diese in komplexer Schreibweise unter Ver- 
wendung von Hyperbel- bzw. von Exponentialfunktionen (hierzu Abb. 2) 


U,=U,Cosyz + Z1,8inyx = Be Ee het ZF et =u .e-72 4 pu.e-1?, 


ee ae eT, 

2Z 2Z 
Hierin bedeuten: U, J Spannung und Strom; Index 1, 2 Anfang, Ende; w, 7 hinlaufende 
Teilwelle; x Leitungslinge; Z Wellenwiderstand; UbertragungsmaB y = B + ja, 
B Dampfungs-, « PhasenmaB; 


Op ya Pia SAE A oe eae) 


I, = 32 Siny x + I,Cosy x = 


—?% 4,72 pie, 


= x 
p= OPTI. UJLto ~ RTE Reflexionsfaktor. 


In dieser Darstellung erscheint der eingeschwungene Strom-Spannungszustand der 
Leitung zusammengesetzt durch die Uberlagerung zweier ebenfalls eingeschwungener 


4 es. 4, pa pi 
AC tps 
= Zz ei 2 


Abb. 2. Wanderwellenleitung (Lecher-Leitung) * Abb. 3. Anlaufende und reflektierte Teilwellen 
als Vierpol. am Leitungsende. 


Teilwellen, die iiber die Leitung von links (hinlaufende Teilwelle wu, 7 = u/Z) und von 
rechts (reflektierte Teilwelle pu, pi = pu/Z) einander entgegenlaufen. 

Abb. 2 und die Leitungsgleichungen sind so zu verstehen, daB bei festgehaltenen 
Endwerten U,, J, die Werte U,, J, Spannung und Strom irgendwo auf der nach links 


-2u 
2t= Zl, 


Abb. 4. Zweipoliges Quellenschema zur Er- Abb. 5. Infinitesimaler Kettenleiter bringt die 
mittlung von Strom und Spannung am  homogene Verteilung der ineinander liegenden 
LeitungsabschluB. Energiespeicher und Felder zum Ausdruck. 


unbegrenzt zu denkenden Leitung in der Entfernung x vom Ende bedeuten. Fassen 
wir die Verhiltnisse am AbschluB néher ins Auge, indem wir xz = 0 setzen, 


R 
U,=U,=u+p.u=u.(l +p) = 20. 7 Bop ae U/L, 


U U uU (ys 2u 


NET iam ie aaa PY Re 


so erkennen wir, daB die als physikalische Ursache anzusehende, rechts anlaufende 
Teilwelle uw, i = u/Z dort eine reflektierte, gegenlaufige Teilwelle pu, — pi auslost 
(Abb. 3) und mit dieser zusammen die AbschluBwerte U,, J, bestimmt, fiir die ein 
zweipoliges Quellenschema, Abb. 4, gilt. Der AbschluBwiderstand bezieht seine 
Energie aus dem dynamischen, aus L und C infinitesimal durchwirkt aufgebauten 
Speichersystem (Abb. 5), das die homogene Verteilung der ineinander liegenden 
Felder, des elektrischen und des magnetischen, zum Ausdruck bringt. Daher handelt 
es sich, wie Abb. 4 verdeutlicht, eigentlich um einen Zweipol mit Doppelquelle, wodurch 
sich der Faktor 2 in obigen Gleichungen erklart. 
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Fiir die Zwecke unserer Arbeit nehmen wir an, daB nur verzerrungsfreie Leitungen 
beniitzt werden, das sind solche, bei denen die unvermeidlichen Verluste aus dem 
elektrischen wie aus dem magnetischen Feld zu gleichen Teilen bezogen werden. 
Der Wellenwiderstand solcher Leitungen ist rein ohmisch, gleich dem der verlustlos 
gedachten Leitung, Z = Z, = VL/C, die Dampfung ~ = R/Z=G-Z (RK gesamter 
Langswiderstand, G gesamter Querleitwert) frequenzunabhangig, die Phase « = 
—w-\VL-C frequenzlinear, so da verschiedene Frequenzkomponenten  gleiche 


Laufzeit t= /L-C besitzen (Verzerrungsfreiheit). 

Wir nehmen auch noch einen reinen Wirkwiderstand als Abschlu8 an. Unser 
-Quellenschema gilt dann wegen der Frequenzunabhangigkeit nicht nur fiir den ein- 
geschwungenen Zustand einer bestimmten 
Sinuswelle, sondern allgemein fir zeitlich 
beliebige Vorginge, im besonderen fir die 
durch Schaltprozesse entstandenen Wander- 
wellen. Wir kénnen unter w,7 = u/Z eine 
gegen das Leitungsende anlaufende Wander- 
Abb. 6. Schalten einer beliebig auf Spannung —_welle verstehen, die dort die Bildung der Aus- 
Se aieretae secre apc cole a gangswerte und einer Echowelle (= reflek- 

tierte Teilwelle) auslost. 


Ist eine Leitung durch irgendwelche Vorginge auf die Spannung U und den 
Strom J geladen worden und wirkt in diesem Zustand im nachsten Moment unver- 
mittelt auf den AbschluBwiderstand ein, wobei U und J beliebige, nicht durch den 
Wellenwiderstand verbundene Werte haben sollen, so ist dieser Fall aquivalent zu 
dem obigen, bei dem eine Wanderwelle gegen das Ende zieht, wenn deren Spannung 
u= U/2+1/2Z, i=u/Z ist. Dies folgt aus der in Abb. 4 ausgesprochenen Aqui- 
valenz zwischen anlaufender Wanderwelle und Schalten einer stromlosen, spannungs- 
geladenen bzw. spannungslosen, stromgeladenen Leitung durch Anwendung des 
Uberlagerungssatzes. Es lat sich dies auBer aus den obigen Formeln auch auf 
die Weise einleuchtend nachweisen, da8 man z. B. die geladene stromlose Leitung 
ansieht als von zwei gegenlaufigen Wanderwellen der GroBe U/2 durchstrémt, die 
miteinander die Spannung U bei J = 0 bewirken, von denen aber nur eine fiir die 
Wirkung auf einen angeschalteten Verbraucher in Frage kommt, namlich diejenige, 
welche auf diesen zulauft. Aus diesen Uberlegungen ergibt sich aber weiter, daB ganz 
allgemein ftir das Zusammenwirken einer beliebig auf U, J geladenen Leitung mit 
einem AbschluBglied das Schema Abb. 6 mafgebend ist. 


2. Graphische Darstellung des Wanderwelleneinschwingvorganges. Echo quellen. 


Mit den gewonnenen Hilfsmitteln koénnen wir als erste Aufgabe betrachten, wie 
sich beim Einschalten einer Gleichspannungsquelle mit Ohmschem Widerstand R, 
auf einer verlustfreien, ohmisch abgeschlossenen 
(R,), zundichst ungeladenen Leitung der eingeschwun- 
re) f, gene Endzustand zeitlich entwickelt, der durch die 
Spannungsteilung zwischen Quellen- und AbschluB- 

widerstand gekennzeichnet ist (Abb. 7). 

Abb. 7. Wander welen Himec anes Bei, wie vorausgesetzt, idealem Schalten entsteht 
vorgang als fortgesetzte Spannungs- = : : 

{siting swischen Onellen® Daicanue zunachst (Abb. 8) eine hinlaufende Wanderwelle w,, 

and A bschliGewidetstatt: fiir die der Leitungseingang wie ein Ohmscher Wider- 

__ stand vom Betrage des Wellenwiderstandes Z wirkt. 

Nach der Laufzeit + = /L- C ist sie am rechten Ende angelangt und hat dann die 

ganze Leitung auf die Spannung U, = uw, und den Strom J, = u,/Z aufgeladen. Im 


2 


K, 
4, 
7 2 
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folgenden beziehen sich Zahlenindizes auf die aufeinanderfolgenden, durch fortgesetzte 
Reflexioren sich ergebenden Zustiinde, wahrend die GréBen am Anfang der Leitung 
ohne, die am Ende mit Strichindex versehen werden. 


Nunmehr gilt fiir die Erzeugung der Strom-Spannungswerte am Abschlu8 R, 
nach den Erlauterungen, die zum Schema Abb. 6 fiihrten, die Ersatzschaltung Abb. 9. 
U,’ setzt sich aus der anlaufenden Welle und einer reflektierten additiv zusammen. 
Letztere besorgt bei ihrem Riickfluten die Ausbreitung des Zustandes U,’, J,/ von 
rechts her iiber die ganze Leitung und damit ist das erste Spiel der Dauer 7 = 21 
beendet, links muf sich ein neuer Gleichgewichtszustand bilden. 


Fiir diesen gilt in ahnlicher Weise, wie dies schon zu Abb. 6 erklart wurde, wieder 
ein Zweipolschema, Abb. 10, bei dem aber der ,,AbschluB“‘ der Leitung durch 


hel eS: 724 A 2g 
4; Ye Z 2 “Al qi 74h) x, 
4 “£® RAOBGOYs ZO 
7 2 7 y 
Abb. 8. Abb. 9. Abb. 10. Abb. 11. 


Abb. 8 bis 11. Ersatzschaltungen fiir die Ausbildung des Wellenspieles nach einem Schaltvorgang. 


die treibende Quelle mit ihrem Innenwiderstand dargestellt wird. Der weitere Verlauf, 
Abb. 11, vollzieht sich wie beim ersten Spiel. 

Diese Vorgainge setzen sich in der beschriebenen Weise fort, bis mit dem Er- 
reichen des stationaren Zustandes das Wellenspiel zur Ruhe gekommen ist. DaB dies 
der Fall sein muB, ist daraus zu ersehen, da, wie die Ersatzbilder zeigen, fortgesetzt 
Spannungsteilungen zwischen Ohmschen Widerstanden stattfinden, welche in Wirk- 
lichkeit die Echospannungen betreffen. Man erkennt dies, wenn man die Ausdriicke 
fiir dieselben bildet, und zu den Ersatzbildern Abb. 8 bis 11 in Beziehung bringt. 
Bei der Ermittlung der aufeinander folgenden Gleichgewichtszustande braucht jedoch, 
wie bemerkt werden soll, die GréBe der Echowellenspannungen nicht explizit er- 
mittelt zu werden. 

Das den iterativen Spannungsteilungen zugrunde liegende Schema Abb. 6 soll 
nun zum Ausgangspunkt einer graphischen Behandlung des Wanderwellenspieles 
gemacht werden. Die Teilung der Quellenspannurigen und -stréme laBt sich leicht 
veranschaulichen. In einem J, U-Diagramm, Abb. 12, stellt ein Punkt Q Quellen- 
spannung U und -strom J dar. Die durch ihn gelegte Gerade des Quellenwiderstandes Z 
schneidet die Charakteristik des Arbeitswiderstandes R im Betriebspunkt Up, Ip. 
Die Aquivalenz J, = IJ + U/Z und U, = U + I-Z (Abb. 6) wird evident zum Aus- 
druck gebracht. Quellen- und Arbeitswiderstand sind vertauschbar, wenn der 
Ausgangspunkt fiir die Zahlung der Strom- und Spannungswerte entsprechend ge- 
andert wird. 

Fir die graphische Verfolgung des Wellenspieles, dessen einzelne Phasen in den 
Abb. 8 bis 11 festgehalten sind, nach der soeben erlauterten Konstruktion ist es 
zweckmabig, die Strommafstabe so zu wahlen, da8 die immer wiederkehrenden 
Geraden des Wellenwiderstandes unter 45° zu liegen kommen, anders ausgedriickt 
hei®t das, daB man zu einer normierten Darstellung tibergeht, indem auf der Ordinaten- 
achse statt der Strome entsprechende Werte J -Z im SpannungsmaBstab der Abszisse 
aufgetragen werden. Durch eine entsprechende Wahl der Bezugspunkte ist es auBer- 
dem méglich, die zu den einzelnen Spieldauern gehdrenden einzelnen Gleichgewichts- 
diagramme in ein einziges zusammenzufassen, Abb. 13, so daB nunmehr die Entwick- 
lung des Wellenspieles iibersichtlich festgehalten werden kann. 
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Die Darstellung ist so gewahlt, daB die Charakteristik des Quellenwiderstandes, 
mit der wir uns spiter noch zu beschaftigen haben werden, in der gewohnten Lage 
erscheint, Abszisse Spannung an &,, Ordinate Strom, und die des Abschlu8wider- 
standes so, da gleichzeitig der stationare Betriebspunkt U.,, [,. die Werte angibt, 
denen sich der Einschwingvorgang nahert. Da der Wellenwiderstand der Leitung, 
Abb. 7, einmal den Arbeitswiderstand (Kin- 
gang), zum anderen aber den Innenwider- 
stand darstellt (Leitungsende), entsteht bei 
der Ermittlung der Gleichgewichte fiir die 
einzelnen Spiele ein rechtwinklig gebrochener 
Linienzug, der als eigentliches Arbeits- 


Abb. 12. Graphische Veranschaulichung 
der der Zweipoldarstellung entsprechenden 
Strom-Spannungsverhaltnisse. 


Abb. 13. Entwicklung des Wellenspieles in Abb. 14. System der Echoquellen fiir den Leitungs- 
der Strom-Spannungsebene. eingang und -ausgang. 


diagramm anzusehen ist. Verlingert man jeweils bis zur Abszissenachse, so ge- 
winnt man Beziehung zu einem Quellenschema, das die Werte der einzelnen Echo- 
wellen enthalt, die 2 als Faktor deutet an, daB es sich um partielle Wanderwellen 
handelt, die einander auslésen und iiberlagern (Abb. 14). 


Um eine lebendige Vorstellung zu bekommen, wie vielfialtig sich die Diagramme 
andern, wenn in Abb. 7 dem Quellen- und Abschlu8widerstand verschiedene Werte 
erteilt werden, variieren wir dieselben nach Schema Abb. 15 und notieren in Abb. 16 
die zu den sich ergebenden 25 Wertepaaren gehérenden Hinschwingdiagramme, die 
in der gleichen einfachen Weise wie in Abb. 13 zu gewinnen sind und zum zeitlichen 
Ablauf fiihren, den wir aber aus Platzgriinden nicht festhalten wollen. Lediglich 
Fall 21 ist in Abb. 17 ausfiihrlicher behandelt, um einen Fall herauszugreifen, bei 
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dem Schwingungen entstehen, die, 
da bei den gewahlten Verhaltnis- 
sen keine Dampfung auftritt, mit 
voller Amplitude fortdauern. 


3. Die Anfangsbedingungen. 


Bisher war vorausgesetzt, daB 
die verlustlose Leitung selber vor 


R= | 0 Z/2 Z. 2Z 
R, = Se ae? | 
Z/2 eee ee pee 
Z PEN fo S75 Lipa Ty 
2Z 1681007 AF 18491 220 
oo 21. °22.23 94-25 


Abb. 15. Ordnungsschema fiir die Teil- 
bildbezifferung der Abb. 16. 


, ; : 


Abb. 16. Arbeitsdiagramme ftir dem Grundschema Abb. 17. Nummer 21 aus Abb. 15 
Abb. 7 entsprechende Anordnungen bei Variation des und 16. 

Quellen- und AbschluBwiderstandes. Jedes Teilbild gilt 
fiir ein bestimmtes Wertepaar R,, R, nach Abb. 15. 


Typische Schwingungsformen fiir je fiinf charakteristi- dem Einschalten ungeladen aE: 
sche Werte von R, und R,. Nun wollen wir annehmen, sie 


fiihre im Schaltmoment schon 
Strom und Spannung, und zwar auf ihrer ganzen Lange dieselben Werte U und J. 
Eine verlustlose Leitung laBt sich auf beliebige, voneinander unabhangige Strom- 
Spannungswerte aufladen, indem sie z. B. links mit einer entsprechenden Spannungs- 
quelle (R; = 0) und rechts mit einer Stromquelle (&; = oo) verbunden wird, oder 
wenn Strom und Spannung in einem durch realisierbare Widerstande darstellbaren 
Verhaltnis stehen, indem sie rechts mit einem geeigneten Widerstand und links mit 
einer passenden Quelle abgeschlossen wird. 


Dies bedeutet aber im allgemeinen, daB ein Hinschaltvorgang bei beliebigen Anfangs- 
ladungen physikalisch identisch ist mit je einem Schaltproze8 am Anfang und Ende 
der Leitung. Durch einen solchen werden grundsitzlich zwei Wanderwellenspiele 
ausgelést, deren Zahl sich nur dann auf Eins oder Null reduziert, wenn sich Strom 
und Spannung auch im Abschlu8 am Anfang oder am Ende oder an beiden dem 
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gleichen Werte nach fortsetzen kénnen wie auf der Leitung, das heiBt aber, wenn 
eben der oder die betreffenden Umschaltvorgiinge keine Anderung in den Abschlu8- 
bedingungen bringen, also auch entfallen kénnen. 

Wir wollen immer voraussetzen, daB die zu betrachtenden Einschaltvorgange 
aus nur einem Wanderwellenvorgang bestehen, der aus beliebig vielen Spielen der 
Dauer 7’ = 27 gebildet sei, wie wir das schon kennengelernt haben und nicht durch 
einen zweiten, vom Ende her kommenden iiberlagert werde. Dann haben wir uns 
auf Anfangsbedingungen zu beschranken, die so sind, das Strom und Spannung der 
Abschlu8charakteristik (die, wie wir vorausnehmen auch nichtlinear und mit Quellen 
versehen sein kann) geniigen und diirfen nur Strom oder Spannung frei wahlen, 
der andere Wert ist aus der Abschlu8charakteristik zu entnehmen. Somit hat die 
Ermittlung des Arbeitsdiagramms ihren Ausgang zu nehmen von einem Punkt, der 
immer auf der Abschlu8kennlinie R, liegt, als ob sich vorhergegangene Spiele, die 
zu ihm fiihrten, einfach fortsetzen wiirden. In Abb. 13 ist ein solches Arbeitsdiagramm 
von P, aus punktiert eingetragen. 

Im besonderen ist demnach die rechts offene Leitung immer stromlos mit irgend- 
einer Spannung geladen anzunehmen, die kurzgeschlossene Leitung immer irgendwie 
stromgeladen bei Spannung Null. 


4, Beriicksichtigung der Leitungsdampfung. 


Bisher wurde eine ideale, verlustlose Wanderwellenleitung vorausgesetzt. Bei 
wirklichen Ausfiihrungen, die nicht aus einer Freileitung oder einem Kabel bestehen 
miissen, sondern auch durch eine 


Nachbildung in Form eines Ketten- : R,/Z <1: 
leiters mit sehr vielen kleinen Glie- "he. Wz =2. 19 (b+ Arg R,/Z) 


dern (vgl. Abb. 5) dargestellt sein 4—~ |Z0,2-0 ii k, + - 
konnen, wird immer die unvermeid- 


liche, mitunter beabsichtigte Damp- 


Foie. RSS y, y R, /271: 
Z 
W,=2. big. (@+Arltg Rf Z, 
Zb+72 = Z Ja, b-0 sO OA 
; L 
Abb. 18. Ersatzvierpole der gedimpften Abb. 19. Zusammenfassung des Dampfungsvierpols 
Leitung. mit dem AbschluBwiderstand. 


fung zu beriicksichtigen sein, von der wir nur voraussetzen wollen, daf sie ver- 
zerrungstrei sei, was gegebenenfalls durch zusatzliche Bedampfung der Lings- oder 
Querimpedanzen erreichbar ist. 

Nach den Gesetzen der Vierpoltheorie lat sich nun sehr einfach die verlust- 
behaftete Leitung zuriickfiihren auf eine Anordnung mit verlustloser. Ein symmetrischer 
Vierpol, eine Leitung ist der klassische Fall eines solchen, ist in seinem Verhalten 
nach auBen lediglich durch zwei Angaben bestimmt, durch Wellenwiderstand und 
Ubertragungsmai. Es gilt allgemein der Satz, da8 mehrere in Kette geschaltete 
Vierpole bei Anpassung, das hei8t Ubereinstimmung der Wellenwiderstande nach 
Betrag und Phase, ein gesamtes Ubertragungsma8 gleich der Summe der einzelnen 
UbertragungsmaBe besitzen, der Wellenwiderstand der Gesamtschaltung stimmt tiberein 
mit dem jedes Teilvierpoles. 

Demnach lat sich fiir die Wirkung nach auBen die gedimpfte Leitung mit Wellen- 
widerstand Z und UbertragungsmaB g = b + ja ersetzen durch die Kettenschaltung 
einer verlustlosen Leitung mit Z, b = 0, g = ja mit einem Dampfungsvierpol Z, 6, 
a= 0 ohne Phasendrehung (Laufzeit), s. Abb. 18. Der Dampfungsvierpol kann 
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beispielsweise aus einer T- oder II-Schaltung dreier Ohmscher Widerstinde bestehen, 
von denen wegen der Symmetrie zwei gleich sind. 


Diese Aquivalenz gilt bei der verzerrungsfreien Leitung wegen der Frequenz- 
unabhangigkeit der Daimpfung fiir alle Frequenzen, daher auch fiir Wanderwellen. 


Den rechtsseitigen Abschlu8widerstand R, kénnen wir mit dem Dampfungsvierpol 
zusammenfassen und erhalten damit einen AbschluBwiderstand W, der verlustlosen 
Leitung (Abb. 19) durch Anwendung der Impedanzformeln der Vierpoltheorie 


W,=Z-Tg(b+ArTg R,/Z) for fj; 
=Z-Ctg(b+ ArCtg R,/Z) fir R,/Z>1. 


Der Einflu8 der Dampfung wirkt wie eine Annaherung des Abschlusses an den Wellen- 
widerstand, also an den Fall der Anpassung, der Einschwingvorgang wird mehr 
aperiodisch, wie an Abb. 16 durch Vergleich der Nummern 11 + 16 mit den Reihen 
6+ 10 und 16 ~+ 20 zu ersehen ist. 


Vorhandene Daimpfung kann also in unserer fiir verlustfreie Leitung (Abb. 7) 
entwickelten graphischen Konstruktion Abb. 13 durch Abanderung des AbschluB- 
widerstandes R, in W, nach obigen Formeln’ beriicksichtigt werden, ohne da die 
Konstruktion selber geandert wird. Die erhaltenen Eingangswerte U, I sind ohne 
weiteres zu tibernehmen, die Ausgangswerte U’, I’ sind entsprechend der durch 
Abb. 19 zum Ausdruck gebrachten Ohmschen Spannungsteilung proportional zu 
verkleinern. Man mu die an W, ermittelten Werte durch (Cos 6b + Z/R,- Sin b) 
dividieren, um zu den AbschluBwerten an R, zu gelangen. 


Die Forderung nach Freiheit von Phasenverzerrungen ist gleichbedeutend mit 
fiir alle Frequenzen gleicher Laufzeit. Je mehr eine Leitung hiervon abweicht, um 
so mehr kommt es bei der Entwicklung der aufeinanderfolgenden Spiele zu Form- 
abweichungen der Wanderwellen, so da sich die ideal steilen Spriinge nach dem 
Einschalten immer mehr verschleifen. Wie hoch in dieser Hinsicht die Qualitat der 
Ausfiihrung sein mu8, hangt davon ab, wie viele freie Wellenspiele noch gut ausgebildet 
sein sollen. 


Wie Abb. 16 deutlich erkennen la8t, treten Schwingungen besonders bei Kurz- 
schluB oder Leerlauf am Leitungsende auf und wir wollen diese Falle im Hinblick 
auf unser Thema der Impulserzeugung anschlieBend eingehender studieren. Kurz- 
geschlossene oder offene verlustlose Leitungen stellen Schwinggebilde mit verteilten 
Induktivitaten und Kapazitaéten dar. Wir wollen ihre Eigenschwingungen vergleichen 
mit denen von analogen diskreten Schwingkreisen. 


5. Die physikalischen Vorginge auf kurzgeschlossenen oder offenen verlustfreien Leitungen 
beim Schalten auf Spannungs- oder Stromquellen. 


a) Schalten einer kurzgeschlossenen Leitung auf ideale Spannungsquelle 
(Abb. 16, Nr. 1). 


Zuniachst flutet eine Wanderwelle von der Hohe der Quellenspannung U,, I = U,/Z 
iiber die Leitung. Der KurzschluB am Ende wirkt wie ein Keim fiir die Umwandlung 
in eine Welle U = 0, 2J, die die ganze Leitung von riickwarts her mit doppeltem 
Strom auflaidt, indem durch den von rechts her sich ausbreitenden Kurzschlu8 die 
Kapazitat entladen und die freiwerdende Energie im Kopf der Riickwelle in induktive 
Ladeenergie verwandelt wird. Von diesem Zustand aus nimmt, da am Anfang die 
Spannung U, liegenbleibt, der Kingangsstrom neuerlich um J = U,/Z zu, so dab 
dieser beim Ubergang auf das zweite Spiel von J auf 3/ und spater auf 5/7, 71... 

gt 
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Abb. 20. Schalten einer kurzgeschlossenen Leitung auf 
ideale Spannungsquelle. 
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springt, wahrend am Leitungsende 
der Strom in Stufen von 2/ sprung- 
weise anwachst. Auf diese Weise 
, klettert‘‘ der Strom stufenartig, 
im Mittel linear zunehmend, ins 
Unbegrenzte, ahnlich wie der 
Strom in einer Spule nach dem 
Anlegen an eine ideale Spannungs- 
quelle entsprechend U, = L dt/dt 
linear unbegrenzt anwachst (vgl. 
Abb. 20). 


Ly 
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Abb. 21. 


Schalten einer kurzgeschlossenen Leitung auf fast ideale Stromquelle. 


b) Schalten einer kurzgeschlossenen Leitung auf fast ideale Strom- 
quelle, R, — oo (Abb. 16, Nr. 5). 


Hierzu Abb. 21. 


Es entstehen schwach abklingende 


Olea Ant, 


Schwingungen von einer Periodendauer 
Wird, nachdem sie zur Ruhe gekommen sind, ausgeschaltet, so ent- 
stehen gegenlaufige, bei idealer Leitung ganz ungedimpfte Schwingungen. 


Kine 


Viertelperiode nach dem Abschalten herrscht reine Spannungsbeladung. Die Vorgange 


nach diesem Zeitpunkt verlaufen 
ebenso wie diejenigen, die beim 
Schalten der statisch aufgelade- 
nen Leitung auf ihren Kurz- 
schluB entstehen. Analoges gilt 
fiir den beziiglich dieser Arbeits- 
weise vergleichbaren Parallelkreis 
(Abb. 22). 


Abb. 22. Schalten einer statisch ge- 
ladenen Leitung auf einen KurzschluB. 


Abb. 23. 


dad 


Kurzgeschlossene Leitung beim Schalten an 


angepaBte Quelle. 
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c) Die kurzgeschlossene Leitung beim Schalten an angepaBte Quelle, 
R, =Z (Abb. 16, Nr. 3). Hierzu Abb. 23. 


Der Schaltvorgang bei angepaBter Quelle ist ein einfacher Rechtecksimpuls. In 
der Impulstechnik werden daher vielfach Schaltungen nach diesem Prinzip verwendet, 
um Urimpulse definierter Zeitdauer zu 


erzeugen, die ja gleich der doppelten Lauf- re Ui 
zeit ist. Physikalisch spielt sich folgendes fear Ze ra ob kc Bs 
ab: Beim Einschalten erfolgt zwischen R, 7” % 
und der Leitung mit Z eine Spannungs- 
teilung, so da wegen R, = Z die halbe _ p.z 
Spannung und entsprechender Strom am 4% 
Eingang liegt. Nach der Reflexion kehrt 
die Welle « = 0 mit verdoppeltem Strom 
wieder und damit ist auch der Einschwingvorgang beendet, da ja jetzt voller Strom 
in gleicher GréBe von links und rechts her bedingt ist, somit keine weitere Echo- 
welle mehr ausgelést werden kann. 

In Impulsgebern verwendet man als Schalter meistens steile Penthoden, die hohen 
Tnnenwiderstand besitzen und erzielt die Anpassung durch einen zusitzlichen Quellen- 
widerstand. Damit gilt das duale Stromquellenschema Abb. 24. 


Abb. 24. Aquivalente Quellenschemata. 


d) Schalten einer offenen Leitung auf ideale Stromquelle (Abb. 16, Nr. 25). 


Dieser Fall, Abb. 25, entspricht rein dual Nummer a, Abb. 20. Die Spannungs- 
stufen am Leitungseingang haben nach dem Schalten ein-, drei-, fiinffache usw. Werte, 


up acts 


T= const. l= const. 


Abb. 25. Schalten einer offenen Leitung auf ideale Stromquelle. 


die am Leitungsende zwei-, vier-, sechsfache usw., das Anwachsen der Ladespannung 
erfolgt im Mittel wie bei der reinen Kapazitat zeitlich linear. Die physikalischen 
Vorginge, das Spiel der Echowellen, ist ebenso zu Nr. a dual entsprechend, die Wieder- 
holung der Erlaiuterung ist daher entbehrlich. 


e) Schalten einer offenen Leitung auf fast ideale Spannungsquelle, 
R, — 0 (Abb. 16, Nr. 21 und 22). 


Fall e ist zu b dual. Die Spannung am Eingang bleibt annahernd konstant, am 
offenen Leitungsende entstchen starke Schwingungen, die denen des Hingangsstromes 
gleichen (s. hierzu Abb. 26). Der offenen Leitung entspricht ein Serienkreis. 
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f) Zusammenschaltung von leerlaufender Leitung mit angepaBter 
Quelle (Abb. 16, Nr. 23). e 


In dualer Entsprechung zu Nr. ¢ wird jetzt ein Stromimpuls erzeugt, die Spannung 
steigt stufenformig an. Das Analogon ist die ,,Ladung“ eines Serienkreises mit 
aperiodischer Dampfung (Abb. 27). 


Abb. 26. Schalten einer offenen Leitung auf fast ideale Spannungsquelle, Vergleich mit Serien- 
schwingkreis. 
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Abb. 27. Schalten einer offenen Leitung auf angepa®Bte Quelle. 


Die vergleichende Betrachtung hat also gezeigt, daB man hinsichtlich der zeit- 
lichen Entwicklung der Kinschaltvorginge die rechteckigen, aus iiberlagerten Wander- 
wellen gebildeten Schwingungen des gleichmafig verteilten Systems (verlustlose 
Schwingleitung) mit den sinusf6rmigen eines diskreten Schwingkreises in Parallele 
setzen kann. Die Wahl des Vergleichsschemas ist aber wesentlich durch die Quellen- 
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und AbschluBbedingungen bestimmt, da diese einmal mehr den Charakter der Kapazitat, 
ein anderes Mal den der Selbstinduktion der Leitung verleihen, womit ein ganz bestimm- 
ter Ablauf des Wanderwellenspieles verbunden ist, der aber immer dafiir sorgt, daB 
nacheinander alle Stellen der Leitung gleichartig zur Wirkung kommen, so da der 
jeweilige Charakter des Vergleiches mit einer Kapazitat, Selbstinduktion, Schwing- 
kreis usw. tatsachlich die ganze Leitung in Verbindung mit den AbschluBbedingungen 
betrifft und nicht etwa davon herrithrt, da&, wie bei stehenden Sinuswellen eines 
Lecher-Systems, Teile der Leitung nur 
mit ihrer Induktivitait oder Kapazitat 
zur Wirkung kommen. 

An der Reihe der zuletzt betrach- 
teten Nummern a bis f ist sehr schén 
zu sehen, wie durch die gleichmaBige 
Verteilung der Ladungsspeicher auch 
die harmonischen Oberwellen angeregt 
werden, wihrend der diskrete Kreis im 
Vergleich dazu lediglich die ,,Grund- 
welle“ aussiebt. 


6. Zeitlicher Verlauf der Spannungen 
und Stréme an einem Abgriff. 


Die tiber die Leitung hinziehenden 
Wanderwellen besorgen die Ausbreitung 
des eingangs- oder ausgangsseitigen 
Stromspannungszustandes. Eine  be- 
stimmte Stelle der Leitung behalt die 
Spannung z. B. des Eingangs solange, 
bis eine vom Ausgang kommende Echo- 
welle den Umschlag in dessen Span- 
nungs- und Stromwerte bewirkt. Ver- 
lustfreie Ausbreitung ist dabei voraus- Bint 
' gesetzt. Bei Verlusten ist auch noch Lewy 
die Dampfung zu beriicksichtigen, doch 
bleiben wir, um die Ausfiihrlichkeit 
nicht weiter zu treiben als fiir unsere 
Zwecke erforderlich ist, beider Betrach- App. 28. Gedampfte Eigenschwingungen von 
tung der Spannungen an einem Abgriff Leitung und Schwingkreis. 
bei der Leitung ohne Verluste. Beachten 
wir, daB der Entfernung eines Abgriffes vom Anfang oder Ende eine dieser Entfernung 
proportionale Laufzeit als Phasenverschiebung der abgegriffenen Spannung gegen die 
des einen oder anderen Leitungsendes zugeordnet ist, so kénnen wir miihelos den 
Strom-Spannungsverlauf an einer beliebigen Stelle der Leitung finden, da ja unsere 
entwickelte graphische Konstruktion die Spannungen und Stréme von Leitungsanfang 
und -ende in einem liefert. 

In Abb. 28 sind fiir Nr. 5 in Abb. 16, wie schon in Abb. 21, die strombeaufschlagte 
geschlossene Leitung und der Parallelkreis einander gegeniibergestellt, diesmal jedoch 
auch im Spannungsverlauf in ein, zwei und drei Viertel der gesamten Leitungs- bzw. 
Spulenlange. 

Bei KurzschluB am Ende zerfallen die Teilspannungen der Leitung in rechteckige 
Impulse mit Pausen. Die Impulsbreite (= zeitliche Dauer) ist proportional der Ent- 
fernung vom Leitungsende. Enthalt dieses einen Widerstand, so sind die Teil- 
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spannungen treppenartig gestuft und ohne Pausen, da diese ja durch die jeweils vom 
kurzgeschlossenen Leitungsende herriihrende Spannung O bedingt sind. Demgegeniiber 
sind die Teilspannungen eines Schwingkreises einfach von kleinerer Amplitude bei 
ungeindertem sinusformigem Verlauf. 


%. Nichtlineare Quellen- und Abschlu8kennlinien. 


Im Quellenwiderstand R, ist der Widerstand der Energiequelle und der des Schalt- 
organs im Falle einer gegebenen physikalischen Anordnung vereinigt zu denken. 
Die Anforderungen, die an die Schaltorgane zu stellen sind, lassen sich in drei Gesichts- 
punkten zusammenfassen : 

1. Soll der Ubergang aus dem nichtleitenden in den leitenden Zustand bzw. um- 
gekehrt méglichst rasch vor sich gehen, damit der Aufbau der Wanderwellenstirn 
nicht gestort wird. 

2. Soll wahrend der stromfiihrenden Schaltperiode der Eigenwiderstand méglichst 
klein und frei von Tragheitserscheinungen, wie Hysterese usw., sein, das heifBt aber 
von rein Ohmscher Art (reiner Wirkwiderstand), wenngleich nichtlinearer Kennlinie. 

3. Soll der Schalter wihrend der stromlosen Schaltperiode, sofort nach Ablauf 
der StromfluBzeit, ideale Isolation annehmen, die auch durch Blindleitwerte (z. B. 
Schalterkapazitaten) nicht gestort sein soll. 

Selten wird zur Auslésung von Wanderwellenschwingungen ein mechanischer 
Schalter verwendet werden konnen, obwohl die Aufbauzeit des Schaltvorganges, 
die durch die zur Kontaktbildung benotigte Zeit gegeben ist, meist nur einen kleinen 
Bruchteil der Kontaktumlegezeit ausmacht und mechanische Schalter die Bedingung 2 
am besten von allen Schaltorganen erftillen und auch guten Isolierwiderstand besitzen. 

Meist handelt es sich um so rasche Vorginge, da8 nur elektronische Schalter in 
Frage kommen. 

Als solche werden Funkenstrecken und gittergesteuerte Hochvakuumelektronen- 
rohren sowie gasgefiillte Schaltréhren mit lichtbogenartigen Kennlinien verwendet. 
Die zweite Forderung wird am besten durch die Lichtbogenventile, zu denen auch 
die Funkenstrecke zu zahlen ist, erfiillt, da deren Betriebswiderstand durch eine 
unter Umstanden auBerordentlich niedrige, fast stromunabhaingige Brennspannung 
gewohnlich sehr klein ist im Vergleich zu den betrachtlichen Innenwiderstinden von 
Hochvakuumrohren, die dritte von Hochvakuumrohren, da eine Lichtbogenstrecke 
nach dem Erléschen der Entladung nicht wieder sofort ihre volle Isolierfaihigkeit 
wiedererlangt. Die Bedingung 3 kann in manchen Anordnungen zur Impulserzeugung 
durch Anwendung eines Quellenwiderstandes mit Verzégerungswirkung (Selbst- 
induktion) gemildert werden, man kann also Lichtbogenventile verwenden, wahrend 
hinwiederum in Schaltungen nach dem Prinzip des Funkeninduktors sofortige Héchst- 
isolation nach dem Abschalten verlangt wird und daher nur Hochvakuumréhren in 
Frage kommen. Bei Lichtbogenventilen ist immer die Entionisierungszeit von der 
GroBenordnung 10-* bis 10-*s maBgebend fiir die Zeitphase, in der eine wesentliche 
Spannungsbeanspruchung nicht auftreten darf. 

Mit der Verwendung elektronischer Entladungsstrecken treten Quellenwiderstinde 
nichtlinearer Charakteristik auf. Bei Funkenstrecken ist nach erfolgtem Durch- 
schlag ein Lichtbogenkanal Trager einer Kennlinie mehr oder weniger stromunabhiangi- 
ger Brennspannung, deren Hohe je Teilstrecke (es werden oft mehrere Funkenstrecken 
hintereinander verwendet wie beim Léschfunkensender) bei tiblichen Ausfiihrungen 
in der GréBenordnung von 100 V liegt, welche hauptsachlich durch die Ionisierungs- 
verhaltnisse des Gases bedingt ist, in dem die Strecke liegt. Oszillographische Messun- 
gen zeigten, daf sich tiber die Zeit des Stromdurchganges gesehen, die Brennspannung 
praktisch nicht andert, so daf{ annihernd wihrend der leitfahigen Phase die Kenn- 
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linie eines Lichtbogens mit konstanter Brennspannung zugrunde gelegt werden kann 
(Abb. 29). 

Bei Elektronenréhren wird durch die Anodenkennlinie, das ist durch den Zu- 
sammenhang zwischen Anodenstrom und hierzu erforderlicher Spannung zwischen 
Anode und Kathode, der Anodenrestspannung, der innere Widerstand beschrieben. 
Da dieser méglichst klein sein soll, arbeitet man im 
, stromtibernahmegebiet“‘ (wo naimlich der Kathoden- 
strom bei steigender Anodenspannung von der nachst- 
vorliegenden positiv vorgespannten Elektrode, von 
Schirmgitter oder positivem Steuergitter auf die Anode 
hin ,,iibernommen‘ wird), wie dies z. B. beim Sender- Abb. 29. Idealisierte Lichtbogen- 
verstarker der Fall ist. Durch Anwendung _ positiver kennlinie. 
Steuergitterspannungen nimmt man zwar Gitter- 
strome in Kauf, die Schaltersteuerung wird nicht mehr ganz leistungslos, er- 
reicht aber dafiir einen gréBeren Strombereich kleinen Anodenrestwiderstandes, der 


a /riode o Fentiooe C Srromuibernahime 
Abb. 30. Kennlinienfeld einer Triode und einer Penthode, Stromiibernahmegebiet. 
in der Verstirkertheorie den Namen ,,innerer Leistungswiderstand“ erhalten hat. 


Bei positivem Steuergitter sind die Anodenkennlinien von Trioden &hnlich denen 
von Tetroden und Penthoden im Bereich kleiner Anodenrestspannungen (s. Abb. 30). 


LZ, 
wees 


Abb. 31. Einschaltvorgang einer geschlossenen Leitung mit einer Penthode als Schaltrohr. 
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Bei der Ableitung der Begriindung unserer graphischen Behandlungsweise der 
Wanderwellenvorgiinge nach einem SchaltprozeB wurde beziiglich der Randbedingun- 
gen die Giiltigkeit lediglich der Kirchhoffschen Gesetze vorausgesetzt, nicht jedoch 
die des Ohmschen, R, mu8 nicht notwendig einen linearen Ohmschen Widerstand 
bedeuten, sondern ist, wie auch die Schreibweise auf S. 123 erkennen 14Bt, lediglich 
als Verhaltnis von Strom und Spannung wihrend der betrachteten Spieldauer am 
Leitungsabschlu8 zu verstehen, im Falle nichtlinearer Wirkwiderstandscharakteristik 
von R, als Quotient von Spannung und Strom im jeweiligen, fiir eine Spieldauer 
giiltigen Arbeitspunkt. Ganz das Gleiche gilt beziiglich des Quellenwiderstandes f,. 
Diese Aussage bedeutet aber, daB wir die entwickelte graphische Methode der Behand- 
lung von Einschwingvorgingen verzerrungsfreier Wanderwellenleitungen als spiel- 
weise veranderliches Gleichstromproblem ohne Anderung 
auch bei Betrieb der Leitung zwischen nichtlinearen Wirk- 
widerstanden anwenden diirfen. Abb. 31 zeigt zur Erlaute- 
rung als Beispiel das Hinschalten einer geschlossenen 
Leitung iiber eine Penthode als Schaltrohr. 


Ladung (aes ut 


Abb. 32. Impulsbildung mittels offener Leitung ftir die Tastung Abb. 33. Magnetron genau 
eines Hochleistungs-Magnetrons. angepaBbt. 


8. Anwendungsbeispiele aus der Impulstechnik. 


Mit den gewonnenen Einsichten sind wir nun in der Lage, die innere Arbeits- 
weise von Schaltungen zu studieren, die, aus der HochspannungsmeBtechnik tiber- 
nommen, in neuerer Zeit in Geraten zur Erzeugung von Impulsen grofBer Leistung 
und hoher Prazision beztiglich Einsatzzeit und Dauer breitere Anwendung gefunden 
haben, so vor allem in Radaranlagen und anderen Anordnungen nach dem Prinzip 
des drahtlosen Echolotes. 


1. Hochspannungsimpulsgenerator mit Funkenstrecke und offener 
Leitung. Belastung durch Sendegerat. 


Uber eine Ladeschaltung hohen Innenwiderstandes, die nach verschiedenen 
Prinzipien arbeiten kann, die hier im einzelnen nicht von Interesse sind, wird eine 
offene Leitung (praktisch immer als Nachbildung durch feinmaschigen L, C-Ketten- 
leiter ausgefiihrt) zu hohen Spannungen statisch aufgeladen und iiber eine bewegte 
oder elektrisch gesteuerte Funkenstrecke (Schaltrohr) auf einen Sender entladen, 
der z. B. nach Abb. 32 ein Magnetron enthalten soll. Wird, wie es praktisch vorkommen- 
den Verhaltnissen entspricht, die Abgabe eines Rechteckimpulses von 1 ws Dauer = 
= 10-*s bei 20 kV am Sender und 25 A Strombedarf verlangt, so ist die Kette, damit 
nicht mehr als ein einziger Impuls erzeugt werden, angepaBt zu betreiben und hat 
daher einen Wellenwiderstand von 800 Ohm und eine Laufzeit t = 7/2 von 0:5 us 
zu erhalten. Sie mu durch die Ladeschaltung vor Abgabe des Impulses auf 40 kV 
gebracht werden. 


a) Betrieb des Magnetrons bei genauer Anpassung, Hilfsdiode D nicht erforderlich. 


Die Verhaltnisse entsprechen Abb. 33. Die Ladespannung U, ist gerade so groB, 
dab bei der Entladung tiber die Magnetronkennlinie die Leitung restlos ihre Energie 
abgibt. Die Entladewelle von 20 kV, die zunichst die Leitung entlangzieht, wird 
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am leerlaufenden Ende (an dem die Ladeschaltung mit R; = co wirksam ist) ver- 
doppelt und entlidt von dorther die Leitung vollstiindig. Die geringe Brennspannung 
der Funkenstrecke kann durch eine (in Abb. 33 nicht beriicksichtigte) Verschiebung 
der Magnetronkennlinie nach rechts dargestellt werden. 


b) Fehlanpassung ohne Hilfsdiode (s. Abb. 34). 


Es kann im Betrieb vorkommen, daS die Spannung etwas kleiner oder groBer 
ist als zur genauen Anpassung erforderlich ist, es bleiben dann auf der Leitung Rest- 
ladungen, die sich, wenn der Sender z. B. iiber Impulstransformatoren betrieben wird, 


Fest 2 


Abb. 34. Fehlanpassung, keine Hilfsdiode. 


die eine Herabsetzung der hohen Betriebsspannungen méglich machen, unerwiinscht 
auswirken. Bei groBeren Abweichungen kénnen sogar Nachlauferimpulse auftreten, 
die auf jeden Fall vermieden werden miissen. 


c) Angepapte Léschung (Hilfsdiode Din Verbindung mit Vorwiderstand R an Z angepafpt). 


Dem Sender wird eine Diode beigegeben, die in der Gegenrichtung leitfaihig ist 
und mit einem Vorwiderstand zusammen eine von zu hoher Betriebsspannung her- 
riuhrende Restladung angepaBt in einem einzigen Gegenimpuls vernichtet (vgl. Abb. 35). 
Zu niedrige Betriebsspannung mu vermieden werden. 


2. Hochleistungsimpulsgenerator mit kurzgeschlossener Leitung als 
induktivem Speicher. Spannungsvervielfachung (Schaltung Abb. 36). 


Eine geschlossene Leitung(snachbildung) wird tiber eine gittergesteuerte Hoch- 
vakuumschaltroéhre bei annahernd konstanter Eingangsspannung aus der Anoden- 
quelle aufgeladen, die Ladezeit betragt eine ganze Anzahl von Spieldauern, z. B. 
3 T. Wenn der Steuerimpuls abschaltet, wird automatisch die Kette in den angepaBten 
Sender entladen, der wegen seiner diodenihnlichen Charakteristik in der vorher- 
gehenden Ladeperiode nicht ansprechen konnte, 


a) Aufladen der Leitung (Abb. 37). 


Das Aufladen der Leitung geht etwa so vor sich, wie dies schon am Beispiel Abb. 31 
erlautert wurde. Nur erfolgt eigentlich kein Schalten im Anodenkreis, sondern ein 
Steuern im Gitterkreis, und zwar wird dieser durch einen Steuerimpuls betitigt, 
der wieder abschaltet, nachdem die Leitung tiber mehrere ganze Spiele aufgeladen 
wurde. Dadurch wird die Leitung von der Ladecharakteristik frei. 
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b) Angepapte Entladung. 


Die Leitung ist jetzt auf ihrer ganzen Lange mit 2n-fachem Strom geladen und. 
wirkt als Quelle fiir den einzigen Impuls, den sie mit dem angepaften Sender zu- 
sammen entwickelt, ohne da weitere Schaltprozesse nétig sind. Die Spannungs- 


Abb. 37. Lade- und Entladevorgang, Im- 
pulsbildung aus induktivem Speicher bei 
Abb. 36. Hochleistungs-Impulsgenerator mit kurz- Anpassung der Verbraucherimpedanz an 
geschlossener Leitung als induktivem Speicher. den Wellenwiderstand. 


polung ist entgegengesetzt der wahrend der Ladung. Da an der kurzgeschlossenen 
Leitung nur reine Wechselspannungen stehen koénnen, ist leicht einzusehen, dab 
mit dem ganzen Vorgang eine Spannungsvervielfachung verbunden ist. 


(Eingegangen am 2. Februar 1954.) 


Die Kippsteifigkeit einseitig wirkender Strémungsspurlager. 
Von G. Heinrich und K. Desoyer. 
Mit 1 Textabbildung. 


Zusammenfassung. Fiir ein einseitig wirkendes Strémungsspurlager werden. die riick- 
drehenden Momente bei einer kleinen Verkippung um eine in der Lagerebene liegende Achse 
berechnet. Man erhalt eine von der Drehzahl unabhangige Komponente des Vektors des riick- 
drehenden Momentes in der Richtung der Kippachse und eine zweite, dazu senkrecht stehende 
Komponente, die der Drehzahl proportional ist. Bei turbulentem Zustrom des tragenden Mediums 
zum Lagerspalt wird die Kippsteifigkeit des Lagers etwas gréBer als bei laminarem Zustrom. 


Summary. The authors calculate for a current step-bearing, acting in one direction, the 
backwards turning (reversing) moments arising in consequence of a slight tilting about an axis, 
located in the plane of the bearing. These investigations result in revealing a component of the 
vector of the backwards turning moment, acting in the direction of the tilting axis, and 
independent of the number of revolutions, and in disclosing a second component, perpendicular 
to the first, which is proportional to the number of revolutions. In case of a turbulent inflow 
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of the carrying medium to the bearing gap the tilting stiffness of the bearing is somewhat greater 
than in the case of the laminary supply. 


Résumé. En cas d’une crapaudine-courant, agissant seulement en une direction, les moments 
de renversement, c’est-d-dire tachant de renverser la direction de rotation, sont calculés pour 
une inclinaison (baseulement) légére autour d’un axe placé dans le plan de la crapaudine. On 
obtient de cette fagon une composante du vecteur du moment de renversement dans la direction 
de l’axe @inclinaison, qui est indépendante du nombre de tours, et une seconde composante, 
perpendiculaire a la premiére, qui est proportionnelle au nombre de tours. En cas d’une adduction 
turbulente du moyen portant & l’interstice de la crapaudine la rigidité par rapport a4 l’inclinaison 
est plus grande que dans le cas d’une adduction laminaire. 


Das Stromungsspurlager dient in erster Linie zur Abstiitzung axial gerichteter 
Krafte’. Wirken auch Querkrifte und Kraftepaare mit senkrecht zur Drehachse 
stehenden Momentenvektoren (Kippmomente) auf 
den Zapfen ein, mu8 das Spurlager mit einem Hals- 
lager kombiniert werden, um diese Krafte wirksam 
abzustiitzen. Wahrend das Spurlager einer auf den 
Zapfen wirkenden Querkraft keinen Widerstand 
entgegenzusetzen vermag, ist es imstande, Kipp- 
momenten beschrankter GréBe das Gleichgewicht zu 
halten, ohne da metallische Beriihrung zwischen 
Zapfen und Lager auftritt. Es soll im folgenden 
versucht werden, das bei einer kleinen Verschwen- 
kung des Zapfens um eine Achse senkrecht zur 
Drehachse (Verkippung) im Lager erzeugte zusitz- 
liche Drehmoment zu berechnen. 

Abb. 1 zeigt die prinzipielle Anordnung und die 
Wahl der Koordinatenachsen. Im gezeichneten GefaB 
wird die Tragflissigkeit (meist Wasser oder Luft) Abb. 1. 
durch entsprechenden Nachschub auf dem Speise- 
druck p, gehalten. Von hier strémt sie durch Drosselorgane, die gleichmaBig am 
Umfang eines Teilkreises vom Radius 7p verteilt sind, dem Lagerspalt zu und flieBt 
teils am AuBenrand (Radius r,), teils am Innenrand (Radius r;) in einen Raum mit 
dem auBeren Druck p,. Im Inneren des Lagerfilms herrscht der veranderliche Druck p. 


Fir kleine Kippwinkel « gilt nun nach Abb. 1 fiir die Filmdicke 
= One ao (1) 


Wir beschrinken uns im folgenden auf jenen Fall, bei dem die Veraénderung von 6 
am AuBenrand zufolge der Kippung klein ist gegentiber der Fimdicke 6,, in der 
Lagermitte. Es gilt dann nach Gl. (1): 
ary 
Cn 
Die Dimensionslose «’ soll als ,,Entwicklungsparameter‘‘ des Problems angesehen 
werden. Wir beriicksichtigen nur GréBen von der Ordnung («’)° und «’ und streichen 
alle héheren Potenzen in a’. 
Um zu einer Differentialgleichung fiir die Druckverteilung p im Schmierfilm 
zu gelangen, machen wir die in der hydrodynamischen Lagertheorie tiblichen Voraus- 
setzungen?. 


= <1, (2) 


1 Vgl. G. Heinrich: Das Stromungsspurlager. M. u. W., 6. Jg., H. 4/5, 57 (1951). 
2 Vgl. O. Reynolds: Ostwalds Klassiker Nr. 218. — F. Magyar: Michell-Lager mit Drossel. 


M. u. W., 1. Jg., H. 1/2, 13 (1946). 


140 G. Heinrich und K. Desoyer: 


Es gilt dann fiir den Vektor w der iiber die Filmdicke gemittelten Strémungs- 
geschwindigkeit im Schmierfilm:: 


6? ‘ 
WF Toy ee (3) 


Darin ist ¢, der Vektor der Umfangsgeschwindigkeit des Zapfens an der betrachteten 
Stelle, 7 die absolute Zahigkeit der Tragfliissigkeit und 7 der bekannte Vektor- 
operator. Setzt man ferner Unzusammendriickbarkeit der Tragfliissigkeit voraus 
(bei Luft gilt dies nur bei maBigen Driicken), so gilt die Kontinuitiatsgleichung in der 
Form 


A+ (dw) =0. 


(Der Punkt bedeutet das skalare Produkt.) Fihrt man fiir w den Ausdruck (3) ein, 
so ergibt sich fiir konstantes 7: 


617-2) +0, V8) — 3 (78) (WP) — Ge Ap =O. (4) 


Hierin ist A der Laplacesche Operator. Da c, die Geschwindigkeitsverteilung einer 
starren Scheibe darstellt, gilt (7 - C,) = 0 und Gl. (4) reduziert sich auf: 


6° (0) — 3, V9) VP) — Gr AP = 0. (4a) 


Sind e, und e, die Einheitsvektoren nach den Achsenrichtungen x und y, so gilt 
nach Gl. (1): 
70 =a ey. (5) 


Ferner ist, wenn w die im Gegenuhrzeigersinn positiv gezahlte Winkelgeschwindigkeit 
des Zapfens bedeutet: 


C,=(— yer + %e,) 0. (6) 
Aus Gl. (4a) erhalt man dann, bei Verwendung von (1), (2), (5) und (6): 


ap ap 3 a’ op r 6 Hor? 
Oat oy? ai (7, +02) de ~*~ 62, +0 ap (7) 


Nach Streichung der quadratischen und hGéheren Glieder in «’ verbleibt: 


Cp le Joer 30’ Op , 6H@ 
da? " ay? * 7, Oe Tie TOs y- 


a 


Die Transformation auf Polarkoordinaten liefert schlieBlich: 


ye) 1 Op I e299 3 a’ [ ep op sing , 6n@ ‘ 
ar? isi or 4 72 aga (<= COE Ts abe, e ) =a’ S42 sin g. (8) 
Zur Losung von Gl. (8) schreiben wir: 
p=pir, 9, oo"): (9) 


Wir entwickeln (9) nach «’ und erhalten bei Vernachlassigung der hoheren Glieder: 


p= P(r) + at (FE) 


Das erste Glied ist von p unabhaingig, wenn man niherungsweise die durch die Drossel- 
organe bedingten diskret verteilten Punktquellen durch eine iiber den Teilkreis stetig 
verteilte Linienquelle ersetzt. 


* G. Heinrich: Das zylindrische Strémungslager. M. u. W., 5. Jg., H. 8, 140 (1950). 
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é 
Wir setzen (Se) = P(r, gy) und erhalten durch Einsetzen in Gl. (8) bei 
Streichung der héheren Glieder in «’: 


py Pedy 1 AP Lor. LR gested ie , 6n@ 
dr? r dr | 


or? F r or r reg? | +, dr cos gy) = — a 7, 6,8 7 50 @. (10) 


Da Gl. (10) identisch in «’ erfiillt sein muB, ergeben sich die beiden Differential- 
gleichungen: 


aD 1 dp 

dr? a RO 9, rE) 
COP or. I GAZ 3 dpo 67 @ ‘ 
dr? a r or r2 Og r Ga Wah oo) Reet Pog ees 2) 


Fur die gesuchte Druckverteilung erhalt man dann die Darstellung 


P= Por eer. (13) 
Aus (11) erhalt man sofort: 
Py=A+Bin—. (14) 
"D 
Durch Einsetzen von GI. (14) in GI. (12) erhalt man schlieBlich 
OP. ei oP 1 ap 6no. 3B cos@ 
or? r or ac r2 Op? Gag hit me Nien Ue mcd a+ got ae (15) 


Um Gl. (15) zu lésen, suchen wir zuniichst die Lésung der zugehérigen homogenen 
Differentialgleichung : 


2) 2 
Se a ay (15a) 
Wir setzen 
P, = R(r)- (9), (16) 
worin & nur von r und @ nur von  abhangt. Nach Einsetzen in (15a) erhalt man: 
2 R* | R’ = se" == 92 

Te Rigs i OE ans bo 
mit konstantem £. Man erhalt so die beiden gewoéhnlichen Differentialgleichungen 
@’ + BPO=0, (17) 
rR’ +r kh’ —PR=0. (18) 


Da @ eine periodische Funktion sein mu, ergeben sich die beiden Grundlosungen 
cos By und sinf g. Wegen der Periodizitat kann 6 nur die Werte 0,1, 2,3... an- 
nehmen. 


Fur R erhalt man die Grundlésungen 7? und r—*. Damit laBt sich P, in der Form 
darstellen : 


P, =>) (Crp? + Copr*) cosBp +d (Coer? + Cagr*) sin B 9, (19) 
f=0,1,2... P02 on, 


worin die O,,, Cog, Cg, C4g noch zu bestimmende Konstante sind. 


Um eine partikulare Lésung P, von Gl. (15) zu erhalten, machen wir den Ansatz: 


ip 
i; 


P= CeT In COs Oa Car sing. 
D 
Aus (15) erhalt man dann die Werte fiir C, und C, und daraus die partikulare Lésung: 
3B 


js 
P,= or a EOE 


r> sin @. (20) 
2 


AE Oy? 
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Die allgemeine Losung von (15) ist also: P = P, + P,, somit erhilt man aus (13) 
durch Einfiihren von: (14), (19) und (20): 


p= AD + BON + a {Org + 31 (CrsPrr+ Cap) 008 8 9 + 


B® 3, 
+5 (Css + C1,” r-8) sin Bp — NBC - COS Y — eae r? sin o. (21) 
Z ¢ (j = 1,2) 
Hierin kennzeichnen: die oberen Indizes 7 = 1 bzw. 7 = 2 die Bereiche rp Sr S71, 
(auBen) bzw. r, Sr Srp (innen). 


Da am auBeren und inneren Rande der Druck p, herrschen muB, gelten die 
Randbedingungen: r=r,...p) = py und r=7,...p® = p,. Damit lassen sich 
aus (21) die Koeffizienten Ao, A®, Cog, Cyp™, Cop®, Cys fir 6 = aes o ae 
eliminieren und es ergibt sich: 

28 


Beets 
sig ee ee =) Cx® (r — ‘«)| sin p you ive pt-k Bs = te 


cos g + 


p? =p, + BYn* + 0’f| 5— (2 n—* — = in) + Oy ( 


Tp 


ip J [3 B® (r2 Tr; r Ke 
no =p, + BO In +o {| a ( peat) és Pee i 


+ fag (he) + ene jane eStoun(e— Stamey + 


ad 2B 
a aad C3, (v = | sin B ol. (23) 
B=2 


Da der Druck an der Grenze der beiden Bereiche stetig sein muB, ergibt sich die Be- 
dingung: r=rp...p = p™, Damit ergeben sich folgende Beziehungen: 


Tp 'p 
BO In fae BO In ee B, (24) 
tae 3 Bi) 72 B 

rel + Cn pt = 18) = SF 9 Oye 1) On, 126) 

3n0 (Ta —"p) 3 rtp, 
i a) ae eto) + (52 — 79) Ox, (28) 
0,3 (7,78 =F. ra2?) = C1, Chae — r 28) = OF (B = 2, oe 4 es ae (27) 
Cg (rp?? — 1.2?) = C59 (rp? — 78) = Cse (8 = 2,3,4...), (28) 


Damit kann man die Konstanten BY, B®, C,,, C,,, C3,, C3, fiir B = 1, 2,3,4... 
durch die neuen Konstanten B, O,,, C3, fiir 6B = 1, 2, 3,4... ausdriicken. 


Die Gl. (22) und (23) lassen sich nun mittels der Beziehungen (24) bis (28) auf 
die Form bringen: 
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r 
In — 
(y= Ta , r 1 
Pp sane o es - $ eto 
ni ine is aa oer (tap 
‘a 
3B r 2 PR 37 WT, Tr? 
aS tq + C,,| r ln — cos ow’ | — ae 
Siici oa ee aOR ee 4 Sm” 
D 
Pd 1 37 r ih 37 
+ Ca pal r = la Om: (a " 1p?) Cah pmtaay 7 r, ee ee rs\ sin p fe 
ee Cc B \ 0 CG 
, 18 Va B , 3B r 
ea ar 3 — 1} cos By + a! SY’ yy te a(” 74) sin B 9, (29) 
= p=2 a 
In 3B 2 1 
pp =p,+B taf | aaa + Cyr] 2 " 2 eet 
= Git it i 
v 
3B r 3B 3 a 
+ Fret Curd 2 meg ee rin {| oop + a’ |— [a5 p + 
( i) 7 2r,In 2 oath 
a r, 
C nr? 3 Cpe tate.) C 3 
| 31 Pars yo VD ae) 31 n whi 
; ee Pre rer tr, | 46,27 rh sin g + 
fore) co 
C. 26 6] 2B 
, 1B Beeld , 3B B 1; 6 
+ 0% S ae (> 7 J eos fo +a S TpeP BP (> eT i Jain B (30) 
b=2 B=2 


Bezeichnet man mit p; den Druck auf der Kreislinie 7 = rp, so folgt sowohl aus (29) 
als auch aus (30): 

ke {Cu Cy i Cis a C32 
Pi= Pa + B +a! | cosg + sing p> P hae”, 2 


sin o\. (31) 


Zur Ermittlung der noch unbestimmt gebliebenen Konstanten miissen wir die ,,Zu- 
strombedingung“‘ heranziehen. Sie stellt einen Zusammenhang zwischen dem Druck- 
gefalle in den Drosselorganen und der DurchfluBmenge her. Der Zusammenhang 
hangt davon ab, ob die Str6mung in den Drosselorganen laminaren oder turbulenten 
Charakter aufweist. Ist (p, — p,;) die Druckdifferenz und @ das pro Zeiteinheit hindurch- 
stromende Fliissigkeitsvolumen (vgl. Abb. 1), so gilt fiir den laminaren Fall: 


Q = Ki: (ps — pi). (32) 
Bei turbulenter Strémung gilt angenahert: 
Q = K,Vp.— Pi. (33) 
Dabei gilt im Falle von Kapillarrohrchen mit dem Radius a und der Lange / 
4 
Ges =e (32a) 


Bei turbulentem Zustrom kann man entweder glatte zylindrische Rohrchen oder 
,,Drosselrohre“ (Rohr mit mehreren Drosselstellen) verwenden*. Im ersteren Falle ist: 
2 Bak 270 


i, 2 aie (33a) 


4 Das zylindrische Strémungslager, loc. cit., S. 137. 
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wobei o die Dichte der Tragfliissigkeit und / die Rohrreibungszahl bedeuten. Im 
letzteren Falle gilt: 


2 
Ke = mo Th i (33b) 
Hier ist m die Anzahl der Drosselstellen pro Zustromrohr, a der Radius der Drossel- 
blenden und «* eine Kontraktionsziffer, die etwa 0°63 gesetzt werden kann. Wenn wir 
die diskreten Quellen,durch eine Linienquelle mit der Dichte q (y) pro Langeneinheit 
des Umfanges ersetzen, so gilt, wenn Q die Quellstarke der k-ten Quelle (im Winkel- 


abstand oy, = Se k, N = Anzahl der Zustromrohre) bedeutet: 
eektD I: 
f Nu 
Q: = \a(e) rode ern dey 
9 = (2k—-D 
wenn N geniigend gro ist. Es ist dann die Quelldichte der Linienquelle im Punkte k: 


N Q; 
Gk © 2aTy- 


Setzt man hierin fiir Q die Werte (32) bzw. (33) ein, und denkt sich fiir p; den Wert 
nach Gl. (31) gesetzt, so wird dadurch q eine stetige Funktion von ¢. 


N 
q= "arp (Di), (34) 
mit 
F (p;) = Ky: (ps — pi) (35a) 
bei laminarem Zustrom und 
F (p:) = Ki V ps — Bi (35b) 
bei turbulentem Zustrom. Die Quelldichte g steht nun mit dem Druck in folgendem 
Zusammenhang : 
= 63 ap) a 
a= 2-(- or sh or r=Tp° (36) 
62 


Nach Gl. (3) stellt nimlich — shea a die skalare Komponente der tiber die Film- 


dicke gemittelten Stromungsgeschwindigkeit in radialer Richtung dar und daraus 
folgt (36) als Ausdruck fiir die Kontinuitat. 


Da p; nach Gl. (31) von «’ abhingt, so kann man F (p,) in eine Taylorsche Reihe 
nach «’ entwickeln. Bricht man diese nach dem linearen Glied in «’ ab, so ergibt 
sich: 


F (p,) =F (p, +B) +0'- 3 (SP), ap 


Dafiir schreiben wir kiirzer: 


, ? e a 
F(p) =F +0! Fs (37) 
mit 
Fi Ppa eB); (38a) 
eka ( Op; Irie Sab) 


Fihrt man nun in Gl. (36) die Ausdriicke (34), (37), (1), (2), (29) und (30) ein, wobei 
man x in Gl. (1) durch r cos @ ersetzt, so ergibt sich bei Streichung der quadratischen 
und héheren Glieder in «’ die Beziehung: 
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B 
—s ! 3 2 
Tp O7 Oo eee (0; 02) ae C,| cos YP a 5 Paae (1 — ze + — rp? 75 Ca sin Vy + 


To 


+320 Cronk 2 <7 (r,??— 138) cos Bg + 


+ S'2BCsgrp?—} 5 t ps ih ace ef 
mel oo Pee bo= Tp Ty Om? 3 gine! 


an 


bag : (39) 


Die GroBen o, und o, sind oh ae Ausdriicke, ae aus den Radien ,,, 
rp und r,;, von der Form: 


In 2& 
v; 
Oy a, ra ry ? (40) 
n In 
’p T; 
Ot” —7,) 1" 
oa (Fab — 7p) (pt — 8)” be 
Da Gl. (39) fiir alle Werte von @ gelten muB, so erhalt man: 
ONG? 
ee OO (42) 
3B Tp” (o9 + oO 
CO, == tt (43) 
ee F 01 2 
SHOTS? ——1,") Ey" 1 
Cite 25,27 F (44) 
aa B F 01 % 
CeO, 0 (p= 2,3, 2. 2): (45) 


Nach der Bedeutung von F und F’ gemaB (38a) und (38b) erhalt man nach (35a) 


fir laminaren Zustrom 
Ff’ 1 


ik pe 2 ?P, (46a) 
und nach (35b) fiir turbulenten Zustrom 
1B” 1 
Wee Zipp, =) (26D) 


Es sollen nun noch die von der Tragfliissigkeit auf den Zapfen ausgetibten Krafte 
und Kraftepaare berechnet werden. 


Der in axialer Richtung wirkenden Kraft P ordnen wir den auf die Flacheneinheit 
bezogenen mittleren Lagerdruck p,, zu. Es gilt dann 
2m va 2x oD 
P=2(re—r2)Pm=\ | (P—p.)rdrdp+\ | (p® — p,)rdrdg. 
p=0 r="p NY) ne 
Fibrt man hierin die GréBen p™ und p® nach Gl. (29) und (30) ein, so erhalt man: 
B 
a (47) 


10* 


Pm 
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mit der Dimensionslosen: 


(47a) 


03 as ihe a rp” Tn? py Oke 
In 2% "D 
Aus Gl. (47) und (42) kann man nun die mittlere Spaltdicke 6,, berechnen. Man erhalt: 
r/ 6NynF 
Shae Ve F3 Pm - ae 
Nach Gl. (35a), (38a) und (47) ergibt sich bei laminarem Zustrom: 
F = K, 2a Os Pm’) (49a) 
und nach Gl. (35b), (38a) und (47) bei turbulentem Zustrom: 
he Ke |/ Pat = %5 Pm’) : (49 b) 
wobei der dimensionslose mittlere Leet Pm durch 
Pn =p (50) 


Py — Pa 
definiert ist. Bezeichnen 6,,% bzw. 6, die Werte von 6,, bei laminarem bzw. 
turbulentem Zustrom, so ergibt sich aus (48) und (49a) bzw. (49b): 


3 5 ay, , 
bmn os / n Ky: (1 03 Pm ) (51a) 


7 
TO; 03 Pr 


rie) alae / ee Pe. : (51b) 
Tt 07 Og Pm Pm 

Unter sonst gleichen Umstinden fiihren der laminare und der turbulente Zustrom 
zur gleichen mittleren Spaltdicke 6,,, wenn die Beziehung besteht: 


bzw. 


i =K,/ Pitt aw Pm) : (52) 


Aus (5la) bzw. (51b) erkennt man, da das Lager nur dann tragt, wenn 


’ 1 
Pm < ae (53) 
ist. Aus (46a) bzw. (46b) ergibt sich bei Verwendung der Gl. (47) und (50): 
£ ig Pm é Poa 
yeas oe 1 — 035 Dm, (54) 


mit ¢« = 1 fiir laminaren und ¢ = . fiir turbulenten Zustrom. Damit ergeben sich 
die Werte von C,, und C3, nach Gl. (43) und (44) bei Verwendung von Gl. (47) zu: 


3 Tp 63 (01 + Og) (1 — G3 Dm’) 
Cio ae 2 Pm Tq Fg + Gg (€ Oy — Og) Dm’ (55) 
und 
37 OF PPTs tse 
One z 3 Pm 
tae 2 Om Te Og + G3 (€ Oo, — Oy) Pm (56) 


Nunmehr sind wir in der Lage, auch das von dem Tragfilm auf den Zapfen aus- 
geiibte Riickdrehmoment M, zu berechnen. Wir zerlegen den Momentenvektor in 
die beiden Komponenten M,;, und Mx, und erhalten (vgl. Abb. 1): 
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Plaga) Tis 22% TD 

ul |= | | (p — p,) 72 cos pdr dy + | | (p® — p,)r? cos @ dr dg, (57) 
p=0 rp p=0 r, 
an va Qa ™D 

Mgz=| |(p —p,)?*sing drdp + | \(®—p,)Psingdrdg. (58) 
v= 0 “Tp g=0 r, 


Fihrt man hierin fiir p™ und p® die Werte aus Gl. (29) und (30) ein, so erhalt man 
bei Verwendung von Gl. (47), (50), (55), (56) und (45): 


3x rp” nr? o, [1 — a5 (1 + €) Dm’) 
M ee eG ae ( Q { 1 3 Pm | \ 
Ey 8 ~ Pla Tae ; pee Os Oz + Oz (€ 0; — Op) Di Cap (3) 
aa 2 \2 (by Be) 
M =F ee 2 “| 3 Pm 
sid 8 & Oa ae : ae 02 + 03 (€6,— 62) Dm 6 (oY) 
mit den beiden Dimensionslosen: 
l Pee r,t — rt 
6. = Gp | -—— — - 7 |, (61) 
Tp (G7 7") 1 Fe Tn 
Us») tr; 
Gf te re Hay yo ee OT re 
Bia iD: Tp? (- ye) < ( ) 


Man erkennt aus den Gl. (59) und (60), daB nicht nur ein Moment um die Kippachse 
auftritt, sondern bei laufendem Zapfen auch eines um die dazu senkrechte Achse. 
Das resultierende Moment schlieBt also bei laufendem Zapfen einen Winkel y zur 
Kippachse ein. Dieser ergibt sich aus (59) und (60) zu: 


(Pre , 
nord (1) {(8 + 0 6) — 95 [8 — 05 (€ 1) — 09) Pn'} 
a 


Mxe 
= are tg =7— = arc t : 
SM xy © 3 bn? Pm On {(0, + 6404) — 05 [€ 0; (1— 04) + (04 + 02 04)] Pm} be 
Die Momentenachse ist demnach gegeniiber der Kippachse um einen mit der 
Drehzahl wachsenden Winkel gegen die Drehrichtung des Zapfens verschwenkt (vg. 
das Zahlenbeispiel am Ende der Arbeit). 


Aus den Gl. (59) und (60) erkennt man auch, da im Falle des turbulenten Zu- 


il 


stromes ( Cus 3) die Betrage von M,, und M;, groBer sind als im Falle des laminaren 


Zustromes (e = 1), falls die Bedingung (52) erfillt ist. Auch hier erweist sich also 
der turbulente Zustrom dem laminaren tiberlegen’. 


Um ein dimensionsloses Ma8 fiir die Kippsteifigkeit zu gewinnen, denken wir uns 
die Momente M,, und M,,, durch Kraftepaare gebildet, von denen die eine Kraft 
jeweils am duBeren Umfang (r = 7,), die andere im Mittelpunkt (r = 0) parallel zur 
Achse angreift. Wir schreiben demnach: 


Mey=T.: Pry (64) 

Mrre=o' Pre (65) 

Die Maxima der Betrage von P,, und P,;, bei linearer Extrapolation erhilt man 
fiir «’ = 1, da dann nach Gl. (1) und (2) am Rande bereits Beriihrung auftritt. Die 
GréBen sind allerdings nur als Vergleichswerte anzusehen und geben die wirklichen 


GréBen von Px, und Px, in diesem Falle nicht wieder, da die Voraussetzung 0’ < | 
nicht mehr erfiillt ist. Doch kann man diese Vergleichswerte beniitzen, um ein 


5 Vgl. Das zylindrische Strémungslager, loc. cit., 5. 139. 
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dimensionsloses Ma8 der Kippsteifigkeit zu definieren. Dazu setzen wir diese Ver- 
gleichswerte ins Verhaltnis zur Axialkraft P und erhalten: 


» (Paya =1 (Mx y)a =1 

Pry a P ey Pm ™ a (74° yr #,;°) : oo 
, (Px aa’ =1 (Mx ao’ =1 

Pra = 2 Dm Hq (Tq? — 157) * (7) 


Px,’ und Px, soll als Kippsteifigkeit in der y- bzw. «-Richtung bezeichnet werden. 
Die resultierende Kippsteifigkeit ist dann: 


PSV Pel + hae: (68) 

Durch Einsetzen der Ausdriicke (59) und (60) in (66) und (67) ergibt sich schlieBlich: 
y Bah (onl ey Pe) Pal 

Pry FS R8na? 03 Fs ++ Gg (€ 61 — Gg) Dy, oF asp (2) 


eet eas re 3 (1 — 05 Pm’) ! 
Pee = 8 Pm Om” ( ry ) O2 + 3 (€ 61 — 02) Dm’ ros (70) 


mit den Abkiirzungen (40), (41), (47a), (61), (62) und (50). 
In (70) muB fiir 6,, der Ausdruck (51a) bzw. (51b) eingesetzt werden. 


Zahlenbeispiel: Wir denken uns ein axiales Stromungs-Luftlager mit den fol- 
genden Abmessungen: r, = 9cm, r; = 30cm, rp = 6cm. Der mittlere Lagerdruck 
sei P» = 10% kp/m?. Der Speisedruck sei p, — p, = 104 kp/m?. Die Drosselorgane 
seien so ausgelegt, daB sich ein mittlerer Luftspalt 6,,= 10-*m = 0'l mm ein- 
stellt. Die dimensionslosen Groen o, bis o; ergeben sich dann gemaB Gl. (40), (41), 
(47a), (61), (62) zu o, = 3909, o, = 4267, 0, = 2°000, o, = 1:083, 6; = 0°297. Der 
dimensionslose Lagerdruck ergibt sich nach Gl. (50) zu p,,’ = 0:1. Die absolute 
Zahigkeit der Luft betragt bei 20°C 7 = 1°85-10-*kpsec/m?. Damit ergibt sich 
nach Gl. (59) 


My 4:000 — « 


Bei laminarem Zustrom (¢ = 1) erhadlt man daraus 
M 
Ev _ 1/115 kpm, 


bei turbulentem Zustrom (« = 5) ergibt sich 


M 
= — 1-223 kpm. 
(o4 


Man ersieht, da bei turbulentem Zustrom unter sonst gleichen Verhaltnissen das 
rucktreibende Moment, wie zu erwarten war, etwas gréBer als bei laminarem Zustrom 
ist. Fur die in die x-Richtung fallende Komponente des riickdrehenden Momentes 
erhalt man nach Gl. (60), wenn man z. B. eine Drehzahl » = 1000 U/min annimmt: 


M,, 
== = 1:369- 10-2 kpm 
bei laminarem Zustrom und 
Mr x 
: —* = 1:462- 10 kpm 


bei turbulentem Zustrom. Man erkennt daraus, daB M,, bei dieser Drehzahl noch 
klein ist gegentiber dem Wert von M, ,. 
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Erst bei einer Drehzahl von 8145 U/min bei laminarem und von 8365 U/min bei 
turbulentem Zustrom wiirde der Betrag von M xz 10% des Betrages von M,, aus- 
machen. 

Die Kippsteifigkeiten ergeben sich nach Gl. (69) und (70) bei laminarem Zustrom zu 


Py = 0°547, 
Pre = 9673-10 (m= 1000 U/min), 
bei turbulentem Zustrom zu 
Px,’ = 0°601, 
Pee OT 9-0 (oe = 1000 Umin): 
Fiir eine Drehzahl von 1000 U/min ergibt sich der Winkel y laut Gl. (63) zu 


42’ 12” bei laminarem Zustrom und 41’ 6” bei turbulentem Zustrom. Fiir 


10000 U/min erhalt man 7° 0’ bzw. 6° 49’. 
(Hingegangen am 5. Marz 1954.) 


Abwickelbare Verformung diinnwandiger Kreiszylinder. 
Von L. Kirste, Wien. 
Mit 3 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Werden diinnwandige Konstruktionen tiber die Stabilitatsgrenze hinaus 
belastet, so neigen sie zur Bildung abwickelbarer Flaichen, weil dies der Bedingung geringster 
Formanderungsarbeit entspricht. Hier wird der Fall des Kreiszylinders behandelt. 


Summary. Thin-walled structures, loaded beyond the limit of stability, tend to deform into 
developable surfaces, in accordance with the condition of minimum strain energy. The paper 
deals with the case of a circular cylinder. 

Résumé. Des constructions 4 faible épaisseur de paroi, chargées au-dela de la limite de 
stabilité, tendent & se déformer selon des surfaces développables, en accord avec la condition 
du minimum de travail de déformation. On traite ici le cas du cylindre circulaire. 


Wird ein diinnwandiger Kreiszylinder axial gedriickt, so treten nach dem Uber- 
schreiten der Beulgrenze je nach dem Wandigkeitsverhaltnis 7/t zwei verschiedene 
Verformungsarten auf: die Ringbeulung (Abb. 1) oder die Verformung zu einem 
Polyeder (Abb. 2). Die erstere ist schon vor Jahren von 
Timoshenko behandelt worden, doch scheint es mit 
Riicksicht auf die zweite Art, der diese Zeilen gelten, 
angebracht, an ihr dieselbe Betrachtungsweise zu zeigen, 
namlich die Zerlegung des Zylindermantels in einzelne 
Langsstreifen, die als axial gedriickte und elastisch 
— sowohl gegen Verschieben als auch gegen Verdrehen — 
gebettete Stabe aufgefaBt werden konnen. Die kritische 
Last eines solchen Stabes ist bekanntlich* 


wv H,J Us 
P= i a + m 


oder auf einen diinnen Flaichenstreifen von der Breite 
1“ bezogen: 


70? Hy, #2 
o — 21 — we 
Rickfiihrende Momente treten in dem Falle des Kreiszylinders wegen der zentrischen 


Abb. 1. 


aul ; 
TD a; ale: 


1 Kirste: Eine Erweiterung der Steifigkeitsmethode. Osterr. Ingenieur-Arch. II, 226 (1948). 
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Symmetrie keine auf, also ist m’ = 0. Die riickfiihrenden Krafte ergeben sich aus 
der Aufweitung oder Zusammendriickung w der Querringe: 


Etw i Et 
Op ARO rs Baa 

Damit wird die kritische Halbwellenlange 

/ er) 

b= "V T2 (1 — pe) 
und schlieBlich 
pide SEL Ls 
on =2V 5 qa = =0606/EE,— mit w=0°3. 


VAL 


ho 


Abb. 2. Abb. 3. 


Diese Verformungsart ist nur in der Axialrichtung dehnungslos und daher nicht 
abwickelbar. Ist aber das Verhaltnis r/f geniigend gro8, so verformen sich die Quer- 
ringe ebenfalls dehnungslos — also durch reine Biegung —, waihrend die Liangsstreifen 
in derselben Querschnittsebene abwechselnd hinaus- und hineinbeulen (Abb. 3). 
Dem ist allerdings dadurch eine Grenze gesetzt, da die Wellenform der Querringe 
schlieBlich in ein Polygon tibergehen mu, was zu plastischer Verformung der 
Polyederkanten fiihrt und das in Abb. 2 dargestellte Bild ergibt. 


Jeder Langsstreifen kann nun als Stab mit schwach gewélbtem Kreisprofil auf- 
gefaBt werden und sein fiir die Knickstabilitat maBgebendes Trigheitsmoment ist 


2 be b! 2 
ne eee ake 
J gt eae =bt(aon +45): 


J etat wollen wir annehmen, daf der urspriinglichen Zylinderfliche eine Beulflache 
ahnlich der fiir den ebenen, allseitig gelenkig gelagerten Plattenstreifen tberlagert 
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wird. Die elastische Bettung kommt dadurch zustande, da8 die Langsrander wegen 
des Zusammenhanges mit den Nachbarstreifen auf dem urspriinglichen Zylinder- 
mantel bleiben, der Streifen sich daher in der Querrichtung kriimmen mu8. Bei 
sinusférmiger Verformung ergibt sich daraus fiir einen Querstreifen von der Breite ,,1‘ 
und der Linge 6 eine riickfiihrende Kraft 
b 
i EB 0*w 
@ =e 12 (1— 2) dat 


b 
ai) 
0 


also 


Fur das riickfiihrende Moment kann man in Anlehnung an das, was fiir die ebene 
Platte gilt, 
a Oe 


m = k 6 (1 —p2) b 


setzen, wobei k unbestimmt bleibt. Damit wird die kritische Last eines Langsstreifens 


a Hy aH tl a Et 


P = qe bt ( Bedi tig k 
b(t) 2 72072 i) 6 (= pein” Cdeeuie 


oder, auf die Flacheneinheit bezogen, 


me HH, b4 Li, Ler Ht 
oe 6 ar (aaa E+ oR arias sat 

Der Ausdruck wird am kleinsten, wenn / und b gegeniiber ¢ sehr groB und das erste 
und dritte Glied einander gleich werden; das zweite und vierte kann man dann ver- 
nachlassigen und erhalt schlieBlich 

4 2 as 
: -/ 23 ee ee Oler EE, 

Dieser Rechnungsgang, der eher eine Veranschaulichung als eine strenge Ab- 
leitung darstellt, gibt also einen Zahlenwert, der mit dem von Michielsen? auf Grund 
der Karmanschen Betrachtungsweise gefundenen? — 0°195 — anniahernd_ iiber- 
einstimmt. Wie man sieht, bleiben bei der hier zugrunde gelegten Annahme die beiden 
Halbwellenlingen b und / unbestimmt, wahrend bei den tiblichen Ableitungen von . 
Stabilitatskriterien eine durch die Minimumbedingung bestimmte Halbwellenlainge 
auftritt. Bei der Ringwellenbeulung scheint dies berechtigt, bei der Polyederbeulung 
hingegen diirfte die hier verwendete Betrachtungsweise der Wirklichkeit naher kommen. 
Endliche Werte von } und / treten erst bei der Ausbildung der Polyederflaichen auf, 
die trotz der scharfen Kanten noch immer auf die urspriingliche Zylinderfliche ab- 
wickelbar sind, wie ein Modellversuch ohneweiters lehrt. Die Verkiirzung des Zylinders 
in axialer Richtung ist um so groBer, je kleiner bei gegebenem Verhaltnis 6:1 die 
Seitenzahl der Polygone ist, die nicht nur vom Verhialtnis r/f abhaingt, sondern auch 
von der endgiiltigen Axiallast. Wie schon Issenmann Pilarski* gezeigt hat, sind 
mehrere aufeinanderfolgende Polyederverformungen mit abnehmender Seitenzahl, 
die zunehmenden Belastungsstufen entsprechen, tatsachlich méoglich. 


2 Michielsen: The behaviour of thin cylindrical shells after buckling under axial compression. 
J. Aeronaut. Sci., Dezember 1948. 
3 Karman und Hsue-Shen-Tsien: The buckling of thin cylindrical shells under axial 


compression. J. Aeronaut. Sci., Juni 1941. 
4 Issenmann Pilarski: Voiles minces, votes, coques. Paris. 1937. 


(Hingegangen am 5. Marz 1954.) 


[hsy4 H. Korst: 


Auflésung eines ebenen Freistrahlrandes bei Beriicksichtigung der 
urspriinglichen Grenzschichtstromung. 


Von H. Korst, Urbana, II. 
Mit 4 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die Bewegungsgleichung in der Mischungszone wird zur Warmeleitungs- 
gleichung vereinfacht, welche als giiltig flr éin natirliches Koordinatensystem angesehen wird, 
worin die Losung die gleichen Anfangs- und Randbedingungen zu erfillen hat wie in einem 
Bezugskoordinatensystem, das der entsprechenden reibungslosen Freistrahlgrenze folgt. Das 
Impulsintegral wird sodann fiir die so erhaltenen Strémungsprofile angewendet, was zu deren 
Festlegung im physikalischen Raum fihrt. 

Darstellung der Lésung fiir den turbulenten Fall in einer transformierten Ebene als ein- 
parametrige Kurvenschar ist méglich ohne Kenntnis des Mischungsmechanismus und zeigt das 
Auftreten einer von den Anfangsbedingungen unabhangigen, asymptotischen Losung, welche 
dem voll ausgebildeten Freistrahlrand entspricht. 

Der Mischungsmechanismus erscheint als Kern einer Integraltransformationsgleichung, 
welche die Zuordnung der Liésungen in der transformierten Ebene und dem physikalischen Raum 
ausdriickt. 

Die Methode ist sowohl fiir Unterschall- als auch fiir Uberschallstrahlen anwendbar und 
wird hier, unter Annahme einer einfachen Kernfunktionsform, durch Versuchsergebnisse im 
inkompressiblen Bereich illustriert. 


Summary. The equation of motion within the mixing region is simplified to the heat 
conduction equation in an intrinsic system of coordinates where the solution has to satisfy the 
same initial and boundary conditions as in a reference system attached to the fictitious inviscid 
jet boundary. The momentum integral is then applied to the flow profiles thus obtained, leading 
to their localization in the physical space. 

Presentation of the solution for the turbulent case in a transformed plane as a one parameter 
set of curves does not require a knowledge of the mixing mechanism and shows the appearance 
of an asymtotic solution, not depending upon the initial conditions, which corresponds to the 
fully developed free jet boundary. 

The mixing mechanism appears as the kernel function in the integral transformation relating 
the parameter plane to the physical space. While the method applies to both subsonic and super- 
sonic jets, it is here illustrated by a correlation with experiments in the incompressible range, 
under the assumption of a simple kernel function form. 


Résumé. L’équation de motion dans la zone de mélange est transformée 4 titre de simplification 
en une équation de conduction thermique qui est considérée comme valable pour un systéme 
naturel de coordonnées dans lequel la solution doit satisfaire les mémes conditions initiales et 
marginales que dans un systéme de coordonnées des référence suivant le bord correspondant 
sans frottement du jet libre. Alors lintégral d’impulsion est appliqué aux profils du courant 
obtenus de cette maniére ce qui conduit a leur localisation dans lespace physique. 

La présentation de la solution pour le cas de la turbulence dans un plan transformé sous forme 
de groupe de courbes 4 un seul paramétre est possible sans qu’il soit nécessaire de connaitre le 
mécanisme du mélange. Elle fait apparaitre une solution asymptotique indépendante des 
conditions initiales qui correspond au bord complétement développé du jet libre. Le mécanisme 
de mélange apparait comme noyau d’une équation de transformation intégrale qui exprime la 
coordination des solutions dans le plan transformé et dans l’espace physique. 

Cette méthode s’applique tant aux jets subsoniques qu’aux rayons ultrasoniques. L’auteur 
procéde de la supposition d’une simple function de noyau et présente A titre d’illustrations le 
résultats dessais dans le champ incompressible. 


Die Darstellung der Strémungsverhialtnisse in der Mischungszone zwischen einem 
freien Strahl und der umgebenden Flissigkeit war Gegenstand zahlreicher Unter- 
suchangen!. Der Freistrahlrand kann im wesentlichen als ein Gebiet konstanten 
statischen Druckes angesehen werden, in welchem die dementsprechend vereinfachten 
Grenzschichtgleichungen anwendbar sind. 


1L. G. Alexander: A Bibliography on Free and Ducted Turbulent Jets. Techn. Rep. 
No. 14, Contract No-ori-071 (11), Engineering Experiment Station, University of Illinois, 
August 15, 1952. 


f 
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Soweit es sich um Fille handelt, in welchen der halb unendliche ebene Strahl 
beim Eintritt in die Vermischungszone eine gleichformige Geschwindigkeit auf- 
weist, ist in Abwesenheit einer kennzeichnenden Linge in den Anfangs- und Rand- 
bedingungen des Problems eine einparametrige Darstellung aller GréBen méoglich. 
Dementsprechend sind die Ergebnisse fiir die turbulente Strahlrandauflosung einer 
unzusammendriickbaren Fliissigkeit von Tollmien? — unter Verwendung des 
Prandtlschen Mischungswegansatzes — und von Gértler®, der den von Prandtl! 
auf Grund der Reichardtschen Arbeiten® vorgeschlagenen Austauschkoeffizienten 
bentitzte. Die Behandlung des laminaren Strahlrandes einer zusammendriickbaren 
Flissigkeit durch D. R. Chapman‘ fiihrt aus den gleichen Griinden zu einer in 
homogenen Koordinaten bestimmten Lésung. Neuerdings wurde eine von 8. Pai? 
vorgeschlagene, rein empirische Beziehung fiir die scheinbare turbulente kinematische 
Zahigkeit mehrfach benutzt, wobei die nach der Methode kleiner Stérungen weit- 
gehend vereinfachte Bewegungsgleichung in die Warmeleitungsgleichung transformiert 
werden kann. Wilder und Hindersinn®’ haben dieses Konzept bei der Auswertung 
von Versuchsergebnissen von Uberschallstrahlen angewendet, doch war es notig, 
eine empirisch bestimmte Verschiebung des Koordinatenursprunges einzufiihren, um 
die Stérung durch die anfinglich vorhandene Grenzschicht an der Diisenwand 
naherungsweise zu beriicksichtigen. : 

Ausdriicklich mit dem Einflu8 solcher Grenzschichten befaBte sich T. P. Torda, 
der die Vermischung zweier paralleler unzusammendriickbarer Fliissigkeitsstrahlen 
fiir laminaren® und turbulenten!® Impulsaustausch behandelt. Im letzteren Falle 
benutzt er den bereits von Gortler? verwendeten Austauschkoeffizienten und nimmt 
eine polynomische Geschwindigkeitsverteilung an, die zwar den Randbedingungen 
angepat werden kann und das Impulsintegral befriedigt, jedoch die Anfangsbedingung 
nicht in der Losungsmannigfaltigkeit enthalt. 

SchlieBlich hat A. J. Chapmant!, im wesentlichen dem Wege Pais’ folgend, 
den Hinflu8 der urspriinglichen Grenzschicht theoretisch untersucht und durch Ver- 
suche mit Luftstrahlen im unzusammendriickbaren Bereich die Anwendbarkeit der 
Ergebnisse aufgezeigt. Die hauptsaichlichen Gedankengange wurden von A. J. 
Chapman und H. H. Korst!? folgendermafen formuliert: 


2, W. Tollmien: Calculation of Turbulent Expansion Processes. N. A.C. A. T. M. No. 1085, 
Sept. 1945. 

3 H. Goértler: Berechnung von Aufgaben der freien Turbulenz auf Grund eines neuen 
Naherungsansatzes. Z. angew. Math. Mechan. 22, 244—254 (1942). 

4 L. Prandtl: Bemerkungen zur Theorie der freien Turbulenz. Z. angew. Math. Mechan. 22, 
241—243 (1942). 

5 H. Reichardt: Uber eine neue Theorie der freien Turbulenz. Z. angew. Math. Mechan. 21, 
257—264 (1941). 

6 D. R. Chapman: Laminar Mixing of a Compressible Fluid. N. A.C. A. T. N. No. 1800, 
February 1949. 

7 §. I. Pai: Two dimensional Jet Mixing of a Compressible Fluid. J. aeronaut. Sci. 16, 
463—469 (1949). : 

8 J. G. Wilder Jr. and K. Hindersinn: Final Report on Phase II of the Study of Air 
Exchange Problems in Supersonic Tunnels. Cornell Aeronautical Laboratory Report No. AD-570- 
A-7, January 1953. 

9 T. P. Torda: Symmetric Laminar Mixing of Two Parallel Streams. Air Forces Technical 
Report M-T-1, University of Illinois, October 1951. 

10 'T, P.-Torda, W. O. Ackerman and H. R. Burnett: Turbulent Mixing of Two Parallel 
Streams. J. appl. Mechan. 20, 63—71 (1953). , 

11 A, J. Chapman: Mixing Characteristics of a Free Jet Boundary with Consideration of 
Initial Boundary Layer Configuration. PhD-Thesis, University of Illinois, 1953. sii 

122 A, J. Chapman and H. H. Korst: Free Jet Boundary with Consideration of Initial 
Boundary Layer. Submitted to the Second U. 8. National Congress of Applied Mechanics, 
June 1954, University of Michigan, Ann Arbor, Mich. 
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Die nach Pai? weitgehend vereinfachte Bewegungsgleichung von der Form der 
Wiarmeleitungsgleichung wird fiir ein nattirliches Koordinatensystem (intrinsic 
system), (x, y), als giiltig angesehen, das gegeniiber einem Bezugskoordinaten- 
system (reference system), (X, Y), nur unwesentlich verdreht, jedoch in der Richtung 
normal zu den Stromlinien verschoben ist, so daB «= X und Y¥=y— (a) wird. 
Das Bezugskoordinatensystem folgt der fiktiven Begrenzung eines reibungslosen 
Freistrahles, der unter den gleichen Druckverhialtnissen auftreten wurde (corresponding 
inviscid jet); es ist- orthogonal und fiir Uberschallstrahlen im allgemeinen kurvilinear, 
wihrend fiir Unterschallstrémung die X-Achse durch die geradlinige Verlangerung 
der Diisenwand dargestellt wird. Durch die Beweglichkeit des natiirlichen Koordinaten- 
systems wird es erméglicht, die vermittels der verstiimmelten Bewegungsgleichung 


10 


46 a9 0 
x 


Abb. 1. Schematische Darstellung des ebenen Abb. 2. Koeffizient der Anfangsst6rung 
Freistrahlrandes; ——— natiirliches Koordinaten- a= a(x) (Abklingkoeffizient 6 = 0°17). 
system, x, y; Bezugskoordinatensystem, X, Y ; 
—-— fiktive Begrenzung des entsprechenden ¥ 

reibungslosen Freistrahles. erhaltene Loésung unter Anwendung 


des Impulssatzes im Bezugskoordi- 
natensystem festzulegen. Da der Impulssatz das groéBte Gewicht jenem Gebiete der 
Stromung zuteilt, in welchem die Bedingungen fir die Linearisierung der Bewegungs- 
gleichung am besten erfiillt sind, ist (insbesondere fiir Uberschallstrahlen) bedeutsam. 
Da offenbar y, (0) = 0 ist, werden sowohl die Anfangsbedingung — Geschwindigkeits- 
verteilung beim Eintritt in die Mischungszone, gegeben durch u (0, Y) = 0 fiir — co < 
=< Y <0, u, (Y) fir 0 < Y < 6), und U, = konst. fir 6, << Y < + co — als auch 
die Randbedingungen u (— co, X) > 0, u(+ oo, X) > U,; fiir X > 0 — identisch 
fiir beide Koordinatensysteme (s. Abb. 1). 


Es ist von Bedeutung, daf sich die Geschwindigkeitsverteilung in der Mischungs- 
zone bei gegebener Anfangsverteilung in einer transformierten Ebene als eine ein- 
parametrige Kurvenschar darstellen la8t, wobei tiber den Mischungsmechanismus 
lediglich insoweit verfigt werden mu8, daf der Austauschkoeffizient nur von X 
abhingt. Bemerkenswert ist ferner das Auftreten einer von den Anfangsbedingungen 
unabhangigen asymptotischen Lésung, die der voll ausgebildeten turbulenten Ge- 
schwindigkeitsverteilung in der Strahlgrenze entspricht. Die Beziehung zwischen 
der Lésung in dieser Parameterdarstellung und dem Geschwindigkeitsfeld. im physi- 
kalischen Raum, welche den Charakter einer Integraltransformation hat, enthalt 
die Formulierung fiir die scheinbare turbulente Zahigkeit. Die von Pai’ angegebene 
Form ¢ = é&) (X/L)", worin Z und n sowie ¢, konstant sind, beschrinkt die Anwend- 
barkeit der damit erhaltenen Lésung auf etwa 1 < X/é, < 10, wobei 6, die Dicke 
der eintretenden Grenzschicht ist (s. Abb. 1 und Abb. 3a). Durch Versuche wurde 
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ermittelt, daB n = konst. = 0°7 und daB «,/(U, 6)) offenbar eine Funktion der Grenz- 
schichtform, z. B. des Parameters 
1 — 69*/09 — 99**/do 
1 — 6o*/0 
ist, worin 4)* die Grenzschichtverdrangungsdicke und 4,** die Grenzschichtimpuls- 
dicke Picton: Fir inkompressible Strémung und eine Geschwindigkeitsverteilung 
in der Grenzschicht von der Form u/U, = (Y/69)/™ wird x = (m+ 1)/(m + 2). 

Im folgenden wird nun eine verallgemeinerte Darstellung des Problems gegeben, 
welche die Einschrankung hinsichtlich des Anwendungsbereiches nicht mehr erfordert, 
vielmehr auch im physikalischen Raume der bekannten Loésung fiir die voll aus- 
gebildete Strahlgrenze bei zunehmendem X/6, zustrebt. 

Man geht von der Grenzschichtgleichung fiir ein Gebiet konstanten Druckes aus 
und erhalt im natiirlichen Koordinatensystem 

sw teeta Pleo) r 
worin wu und v die Geschwindigkeitskomponenten in der x- bzw. y-Richtung, o die 
spezifische Masse und « die scheinbare kinematische Zaihigkeit bedeuten. 

Im Sinne von Pai? wird nun diese Gleichung weitgehend vereinfacht, so da8 man 
schlieBlich Ev aay 

Ge thy alone (2) 


erhalt, wenn ¢ = « (x) ist. 
Ubergang zu den dimensionslosen Verinderlichen gy = u/U,, y= x/6, und 
€¢ = y/6, fiihrt zu op 1 8 ap (3) 
dy dU ee 
Da leicht einzusehen ist, daB fiir y — co der EinfluB® der urspriinglichen Grenz- 
schicht verschwinden muB, also der von Gortler? behandelte Fall asymptotisch erreicht 
wird, liegt es nahe zu setzen 


E = Ego" f(y), (4) 
wobei nach Gortler ¢,, = 6,y K Up», K = konst. ist, so dab 
é = K 6, Unf (y) (5) 


wird, mit f(y) >1 fiir y— ov. 
Einfiihrung einer neuen Veranderlichen fess §(y) definiert durch die Integral- 
transformation 


K\ ph (pay (6)! 
0 
fiihrt Gl. (3) auf die Warmeleitungsgleichung mit Diffusivitat Eins zuriick 
oe ap - 
2 (7) 
die nun unter den folgenden feaaioes ae Randbedingungen zu integrieren ist: 
o(0,;c)==0 fir —o<€<0, 
= (6) fir 0<¢<]1, 
=] fir Alneaic Sey yioo; 
=) ria 
ee \ fine oO, 
9 (§, + 00) +1J 


13 T,, Crocco and L. Lees: A Mixing Theory for the Interaction Between Dissipative Flows 
and Nearly Isentropic Streams. J. aeronaut. Sci. 19, 647—676 (1952). 
144 Pais Transformation, & = X"+1/(n + 1) L” ist in diesem Sinne ein zu_beschrankter, 


spezieller Fall. 


156 H. Korst: 
Die Lésung stellt man mit Vorteil in der Form 


P= PINs Np Yo (S)] 


dar, wobei 
np = 1/(2 Vé) 
der Positionsparameter und 
1=C%p 
ist: 
1 pieaity ee p2 
p= zl +ert(n—m)l += | po(" |e dp. (8) 
apes @ 
Ha P 
50 beg ile 50 
4G Antangsverteilung Ae 
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gy, PEE gn le)E 0 
70 p 10 
30 i . Ly er ESS sin eT > 
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Jest 15 * Jest § * 
| 
dy = 95m 3-077 d,= 30mm b=077 
Y, = 65 m/s 2-565 Uy =655 m/s 2-140 
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Abb. 3. Vergleich zwischen Versuch und Theorie Abb. 4. Vergleich zwischen Versuch und Theorie 
(* bezieht sich auf Ref. 11). (* bezieht sich auf Ref. 11). 


Losungskurven fiir mehrere Typen von Anfangsverteilungen wurden von A. J. 
Chapman’! ? ermittelt und sind fiir zwei spezielle Falle, namlich g, (¢) = ¢* und 
Qo (€) = Cl? in Abb. 3 baw. 4 dargestellt. 


Aus dem asymptotischen Verhalten folgt, da fiir y — oo auch § — oo und daher np 
gegen Null geht, 


9 [ni np +9, g (C)] > 9 (n) = 5 OL + ert g] = 5 [1 + erf (6/2 V2)}. (9) 


Da nunmehr keine charakteristische Linge von Einflu8 sein kann, muB die Funktion 
von der homogenen Koordinate y/x allein abhangen, was wegen der Bedingung 


Auflésung eines ebenen Freistrahlrandes bei Bericksichtigung der Grenzschichtstrémung. 157 


f(y) 1 zu C/(2 Ve) > yl(a V2 K) fihrt. Vergleich mit der Gértlerschen Lésung 
ergibt K = 1/(2 02) und 
w 
] 


§= 357 \ vf (y)dy. (10) 
0 


Die Zuordnung der Koordinatensysteme, das heiBt die Bestimmung von y, (2), 
erfolgt durch die Anwendung des Impulssatzes. Fiir isoenergetische Stromung (Pr = 1) 
ergibt sich, wenn man die Croccosche Zahl Oy = Uo/Uo, max, einfiihrt, um zu einem 
vom Verhaltnis der spezifischen Warmen unabhangigen Resultat zu gelangen, 


Np 


2 f Po" P” 
1 = pr Np + tt —C,") Ine | 1— 6,2 oo" dg | 1s Oak dy} , (11) 
. 0 Po oP 


wobei man 7, so wahlt, daB 1 — g? [7,; 7p, Y (£)] <1 (t klein) wird. Dadurch ist 
es moglich, fiir gegebenes y, (¢) und OC, die experimentell ermittelten Werte von 
entlang Y = 0(7 = 7,) zur Bestimmung von 7p zu verwenden und demnach die 
Zuordnung von £- und y-Werten zu erhalten. In Abb. 3, die  [7; yp, @ (¢)]_ fiir 
Po (€) = C4 darstellt, ist @ [71, Np, Po (¢)] fiir den inkompressiblen Fall, C, = 0, ein- 
getragen (loc. 7,). Es ergibt sich fiir den voll ausgebildeten (7p = 0), inkompressiblen 
(Cy = 0) Strahlrand ein Wert von 7, = 0°37 und mit o = 12 ein Winkel von 1:76° 
zwischen der x- und X-Achse, was durch Messungen von Liepmann und Laufer® 
bestatigt wird und auch die Lésungen von Tolmien und Gértler praktisch zur Uber- 
einstimmung bringt. 


Stromlinien kann man mit Hilfe der Kontinuititsgleichung bestimmen. Von 
besonderem Interesse ist die Stromlinie, welche die Fliissigkeit des urspriinglichen 
Strahles abgrenzt, fiir welche sich y; = €; 69 = 69 7;/np aus 


"Ny 1 "yp 


YP Po (1 — Po) gy 
\ 1— 0,292 dy = hp | 1— 0,2 9,2 dc 4 | 1— 6,9" dn, (12) 
nj Dae 


ermitteln lat. 


Auf Grund der von A. J. Chapman™ durchgefiihrten Messungen an (praktisch 
inkompressiblen) Strahlrandern mit verschiedenen urspriinglichen Grenzschicht- 
verteilungen kann man versuchen, einen brauchbaren Ansatz fiir f (y) zu gewinnen. 
Eine spezielle Form, die nach den physikalischen Bedingungen auch plausibel erscheint, 
wurde gewahlt als 

yy Salerae ?? (13) 


und die empirischen GréBen, der Koeffizient der Anfangsst6rung a und der Abkling- 
koeffizient .b, ergaben sich als b = 0°17 = konst., wahrend a = a (x) in Abb. 2 dar- 
gestellt ist. 


In Abb. 3a und Abb. 4a sind zwei der von A. J. Chapman experimentell unter- 
suchten Anfangsverteilungen gezeigt, wahrend in Abb. 3 und Abb. 4 die diesen Anfangs- 
verteilungen entsprechenden Lésungskurven einen Vergleich mit den Versuchspunkten 
gestatten, die mit Hilfe der oben angefiihrten Beziehungen eingetragen wurden. 


1 H. W. Liepmann and J. Laufer: Investigations of Free Turbulent Mixing. N. A.C. A. 
T. N. 1257, August 1947. 
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158 F. Kracmar: 


Das magnetische Feld 
senkrecht gekreuzter, stromdurchflossener Leiter. 


Von F. Kraemar, Wien. 
Mit 1 Textabbildung. 


Zusammenfassung. Ausgehend vom Vektorpotential des magnetischen Feldes eines gerad- 
linigen, stromdurchflossenen Leiters, wird das Magnetfeld zweier senkrecht gekreuzter Strom- 
leiter unter der Annahme berechnet, daB die Leiter von verschiedenen Strémen durchflossen 
sind. 

Das entstehende resultierende Magnetfeld wird dabei als Uberlagerung der von den einzelnen 
Leitern erzeugten Teilfeldern aufgefaBt. 


Summary. Starting from the vector potential of the magnetic field of a rectilinear, current 
carrying conductor, the magnetic field of two, perpendicularly crossing, current conductors is 
calculated under the assumption that different currents are passing through the conductors. 

The magnetic field, generated in this manner, is conceived as the result of the superposition 
of the partial fields produced by the individual conductors. 


Résumé. Le point de départ est le potentiel de vecteur du champ magnétique d’un conducteur 
rectiligne, traversé par un courant électrique. Partant de cette base l’auteur calcule le champ 
magnétique de deux conducteurs de courant se croisant perpendiculairement, en supposant que 
les conducteurs sont traversés par des courants différents. 


Le champ magnétique produit de cette maniére est considéré comme le résultat de la 
superposition des champs magnétiques partiels engendrés par les différents conducteurs. 


Das stationire magnetische Feld paralleler stromdurchflossener Leiter ist bereits 
vielfach behandelt worden!. Hine ausfihrliche Behandlung des magnetischen Feldes 
zweier sich senkrecht kreuzender, stromdurchflossener, geradliniger Leiter scheint 
hingegen noch nicht durchgefiihrt worden zu sein. Hine solche Untersuchung ist 
auch zufolge der Analogie zwischen den Wirbelbewegungen des Wassers und den 
elektromagnetischen Wirkungen eines elektrischen Stromes fiir die Hydrodynamik 
von besonderem Interesse. 


Bei Abwesenheit magnetisierbarer Substanzen kann die magnetische Feldstarke § 
eines vom Strom J durchflossenen Leiters dargestellt werden als 


§ = rot A, (1) 


wobei 2{ das Vektorpotential des Wirbelfeldes ist und die Stromstirke J im elektro- 
statischen MaBsystem gemessen wird. 


Das Vektorpotential %& errechnet sich aus der Beziehung 


J ¢ dB 

ne See (2) 
wobei das Integral tiber den ganzen Stromleiter zu erstrecken ist und r die Entfernung 
des Aufpunktes von dem Linienelement ds bedeutet. In unserem Falle betrachten 
wir zwei unendlich lange Stromleiter mit kleinem Querschnitt, die von zwei verschie- 
denen Stromen J, und J, durchflossen sind und sich in einer Entfernung z, senkrecht 
kreuzen. Wie aus der Abbildung ersichtlich ist, verlauft der Leiter 1 parallel zur z-Achse, 
wahrend der Leiter 2 mit der y-Achse zusammenfillt. Nach (2) hat der Beitrag eines 
Stromelements Jd zum Vektor stets die Richtung von d3, woraus folgt, daB das 
Vektorpotential , fiir den Leiter 1 nur eine Komponente in der x-Richtung besitzt, 
wahrend die beiden anderen Null sind. In analoger Weise besitzt das Vektorpotential , 
fiir den Leiter 2 nur eine Komponente in der y-Richtung. 


* R. Becker: Theorie der Elektrizitat, Bd. I, 8.125. Leipzig: Verlag Teubner. 1941. 
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Fir die Vektorpotentiale %, und %, der beiden Leiter gilt daher 
ae = Ae y- (3) 


Die von den einzelnen Leitern erzeugten Komponenten der magnetischen Feldstirke 
ergeben sich aus (1) als 


Drsiaiaeol wih Osis a 


(4) 


Bezeichnet man mit s die Normalentfernung des Leiterelements ds von der durch 
den Aufpunkt senkrecht auf den Leiter gelegten Ebene, und mit 9 den Normalabstand 
des Aufpunktes vom Leiter, so kann % allgemein errechnet werden als? 


+co 


i ds 
=o | vere © 


Nach Durchfiihrung der Integration ergibt sich 

Jf ———_——., 8 = +00 

A= | llog (s + Vor +*)| (6) 
Durch Einsetzen der Grenzen ergibt sich 2{ = oo, das heiBt das Vektorpotential eines 
unendlich langen, stromdurchflossenen Leiters ist selbst unendlich. 

Zur Ermittlung der in (4) angefiihrten Ableitungen von Y,, und %,, ist es zweck- 
maBig, die Integration der Beziehung (5) zwischen den Grenzen —/ und + / aus- 
zufiihren, das heiBt den EinfluB eines Leiterstiickes von der Lange 2/, zur Halfte 
unterhalb und zur Halfte oberhalb der durch den Aufpunkt gelegten Normalebene, 
auf den Aufpunkt zu betrachten. Mit Beriicksichtigung dieser Grenzen ergeben sich 
die Vektorpotentiale %,, und %,, nach (6) als 

aT, SF 
We= ==1/log (1 ni Ve ae ) — log 0,| ) (7) 


Cc 


c 


Sa OO 


sy = [log (2 + Ve? + B) = 103 02| ? (8) 
2G. Bauer: Die Helmholtzsche Wirbeltheorie fiir Ingenieure, S. 85. Miinchen: Verlag 

R. Oldenburg. 1919. ; 
Ingenieur-Archiv VIII, 2—3. 11 
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-wobei 0, und og, gegeben ist durch 
Cl V¥ t (2 20) (7a) 
0. =Verte2. (8a) 
Bildet man nun die Ableitungen von (7) und (8) gemaB (4) und macht den Grenz- 


iibergang fiir 1 = oo, so ergeben sich fiir die Komponenten der magnetischen Feld- 
starke der von den'Leitern 1 und 2 erzeugten Magnetfelder folgende Ausdriicke: 


2J, Z—Zy ; sy 2d, Yy : : 
Diy ae Cyt + (z2—%)2’ Diz = cyt t+(z—e%)®’ (9a) 
27 Zz 2d. x 
Dox = =a ut 4 28? : Doz = — C v2 + 22° (9b) 


Das auBerhalb der beiden Leiter entstehende resultierende magnetische 
Feld kann als Uberlagerung der von den Leitern erzeugten Teilfelder aufgefaBt 
werden. Die Feldkomponenten dieses resultierenden Feldes ergeben sich daher 
nach (9a) und (9b) als 


a 2J z 

De= = CES tee 

S 2J. he 

Dy = Cc : y? rare, (10) 
2 JSiY “dig. ® 

9: rane Cc y? + (2— 2)? oe + 22 . 


Fiir den Spezialfall, daB die Stromstarke in den beiden Leitern gleich ist, verein- 
fachen sich die Ausdriicke in (10) zu folgenden: 


2J z 
De = oo BA ga” 
27M Zo 
y= — ec yt + (z—2,)?’ (11) 
mass 2J 7] aTes oe 
ee tem Sa ye + (2@—2%)? ve + 22° 


In besonderen physikalischen Problemen, die an anderen Stellen behandelt werden 
sollen, sind die Extremwerte der Vertikalkomponente des von senkrecht gekreuzten 
Stromleitern erzeugten magnetischen Feldes bedeutungsvoll. 

In einer Ebene z= a, wobei a >z ist, ergibt sich fir §, der Ausdruck 


5 lee Jiy ae 
2~ ¢.| y? + (a2)? eta? | 


Die Extremwerte dieser Vertikalverteilung treten an den Stellen 


Ly= +4; Yi = + (A — 2) 


(12) 


und 
bby lbh Yo = — (4 — 2) 


auf. Der Betrag der Vertikalkomponente |§,| der magnetischen Feldstirke hat an 
diesen Stellen die GroBe 


2 J J 
®.| caer: aaa © ae “ (13) 
Fur den Fall gleicher Stromstiarke in den Leitern vereinfacht sich (13) zu 
27 z 
|. paar ee ae) ; (13a) 


(Eingegangen am 25. Marz 1954.) 
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Uber die Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes 
und tiber die Normalform einer jeden Zustandsgleichung. 


Von H. Mache, Wien. 
Mit 2 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Im ersten Teil des vorliegenden Aufsatzes wird gezeigt, daB die Un- 
erreichbarkeit des absoluten Nullpunktes nur postuliert, aber nicht bewiesen werden kann, 
da in unmittelbarer Umgebung des absoluten Nullpunktes der zweite Hauptsatz versagt und 
deshalb dort keine thermodynamischen Betrachtungen durchgefiihrt werden kénnen. — Im 
se a oe ). in welcher beide Haupt- 
saitze vereinigt sind, als Normalform einer thermischen Zustandsgleichung empfohlen, da sie 
allein Kohisionsdruck und thermischen Druck ableiten 1aBt, Begriffe, die dringend weiterer 
gaskinetischer Untersuchung bediirfen. 


zweiten Teil wird die Gleichung von Clausius p + ( 


Summary. The first part of this publication shows that the impossibility of attaining the 
absolute zero point may be postulated, but cannot be proved, as the second principle is of no 
validity in close proximity of the absolute zero point, so that in this area no thermodynamical 
rules are valid any more. 

Ou 0 
In the second part the Clausius equation p + (+, = 7 ($F) , in which both thermodynami- 
® 
cal principles are united, is recommended as standard form of a thermic equation of state as it is the 
only equation permitting to derive the cohesion pressure and the thermic pressure, which notions 
urgently call for further gas-kinetical investigations. 


Résumé. Dans la premiére partie de son exposé auteur démontre que l’on peut bien considérer 
Vimpossibilité d’atteindrelezéro absolucomme un postulat, mais que toute preuve est impossible, étant 
donné qu’en proximité du zéro absolu le second principe fondamental de la thermodynamique 
fait défaut de sorte qu’il est impossible de se livrer & des considérations thermodynamiques dans 
ce domaine. Dans la seconde partie de l’ouvrage auteur recommande de se servir de l’équation 


ov 
normale d’une équation thermique d’état; car elle est la seule qui permet de dériver la pression 
de cohésion et la pression thermique, notions qui requiérent encore d’autres investigations 
cinétiques des gaz. 


Be Clase oe Ou a ==) 9h “| , qui réunit les deux principes fondamentaux, a titre de forme 
v 


Fiir einen rechtsliufigen Carnot-ProzeB ist der thermische Wirkungsgrad, das 
heiBt das Verhiltnis zwischen der in Arbeit verwandelten Warmemenge zur zu- 
geftihrten 7 = = eS = Anderseits gibt es nach dem Prinzip von Clausius 


keinen KreisprozeB, der die ganze aufgenommene Warme in Arbeit verwandeln wiirde. 
Beides vereinigt, miiBte zum Schlu8 fithren, da 7 nicht Null werden kann, das 
heiBt der absolute Nullpunkt nicht erreichbar ist. Es witirde namlich sonst 7 = 1 
oder 100% und das thermische Perpetuum mobile ware modglich. — Aber abgesehen 
davon, daB der II. Hauptsatz auf Erfahrungen fu8t und eine Extrapolation auf Ge- 
biete, die jenseits dieser Erfahrung liegen, leicht zu Fehlschliissen fiihren kann, lassen 
auch die Ergebnisse, die Nernst tiber die spezifischen Warmen bei den tiefsten noch 
erreichbaren Temperaturen erhalten hat, diesen Schluf nicht mehr als bindend er- 
scheinen. Das zeigt die folgende Uberlegung: 


Wir betrachten einen linksliufigen Carnot-ProzeB, der von irgendeiner Substanz 
beschrieben wird. Er wirkt als Kiltemaschine, indem er unter Arbeitsaufwand dem 
unteren Warmebehalter, den wir als den zu ktthlenden Korper betrachten, 
die Warme q entzieht und (um den aus der verbrauchten Arbeit gewonnenen Betrag 
q’ — q vermehrt) auf die obere Temperatur 7” hebt. Diese obere Temperatur wird 
dauernd beibehalten. Dagegen ist die Temperatur 7 auf der unteren Isotherme und 
die gleich hoch gedachte des abzukiihlenden Kérpers variabel, da sie mit jedem Umlauf 
infolge des Warmeentzuges sinkt. 

11* 
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Damit dieser Warmeentzug in jedem Umlauf bei einer ganz bestimmten Temperatur 
erfolgt, der Kreisproze8 ein Carnotscher und auch hinsichtlich des Warmeiiberganges 
umkehrbar bleibt, machen wir die folgende Annahme: 

-Wahrend der zu kiithlende Kérper, als den wir den unteren Warmebehalter auf- 
fassen, die Wiarme q an die arbeitende Substanz abgibt, werde er gleichzeitig so zu- 
sammengedriickt, daB seine Temperatur unveradndert bleibt, sein Zustand sich also 
auf einer Isotherme bewegt. Ehe er aber dann beim nachsten Umlauf wieder in Anspruch 
genommen wird, soll er sich inzwischen lings einer Adiabate wieder auf das ursprting- 
liche Volumen ausgedehnt haben. Hierbei erst tritt die durch den Warmeentzug 
beabsichtigte Abkiihlung in Erscheinung. — So sinkt die Temperatur stufenweise 
von Umlauf zu Umlauf, andert sich aber nicht, wihrend der Korper mit der arbeitenden 
Substanz in Verbindung steht. Dabei wird der den unteren Warmebehalter darstellende 
Korper immer wieder zuerst isotherm von v, auf v, komprimiert, um sich dann wieder 
von v, auf v, adiabatisch auszudehnen. Anfang und Ende liegen immer auf den gleichen 
Isochoren. 

Wir stellen diesen Vorgang der fortschreitenden Kihlung am tbersichtlichsten 
im s 7'-Diagramm dar (Abb. 1). In ihm sollen die beiden Kurven die den Werten », 


r 


Abb. 1. Vorgang der fortschreitenden Kuhlung Abb. 2. Fortschreitende Kiihlung fiir gegen 
fiir endliches c,. Null konvergierendes c,. 


und v, entsprechenden Isochoren des abzuktihlenden Korpers darstellen. Soweit c,, 
als konstant angesehen werden kann, sind das Polytropen, also in unserem Diagramm 
logarithmische Linien oder jedenfalls Kurven, welche die Abszisse erst im Unendlichen 
erreichen. Man sieht dann unmittelbar, wie durch aufeinanderfolgende isotherme 
Kompression (A B) und adiabatische Expansion (BC) der Kérper wohl stufenweise 
von Umlauf zu Umlauf auf tiefere Temperatur sinkt, daB dabei aber die Stufen an 
Hohe standig abnehmen. Es braucht also eine unendlich oftmalige Wiederholung 
des Prozesses, um zum Nullpunkt zu gelangen. Anders gesagt, solange c, einen endlichen 
Wert hat, erscheint die Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes als eine Folge 
des zweiten Hauptsatzes. 

Nun hat aber Nernst nachgewiesen, daB die spezifische Wairme aller Stoffe mit 
Anniherung an den absoluten Nullpunkt gegen Null abnimmt und Debye hat aus 
der Quantentheorie geschlossen, da diese Abnahme schneller vor sich geht, als die 
von 7 selbst, nimlich mit 7°. Damit wird unser Schlu8 hinfallig; denn da die 
spezifische Warme im s 7'-Diagramm durch die Subtangente an die betreffende Kurve 
gegeben ist, heiBt das, daf die Isochoren mit sinkender Temperatur immer steiler 
gegen die Abszisse abfallen und dort, wie das in Abb. 2 dargestellt ist, schlieBlich 
senkrecht einlaufen. Jetzt nimmt die Hohe der Stufen gegen das Ende der Kurven 
wieder zu und erscheint der absolute Nullpunkt doch erreichbar. Wollen wir an der 
Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes festhalten, so kénnen wir sie nicht mehr 
als eine Folge des zweiten Hauptsatzes auffassen, sondern miissen sie eigens postulieren. 
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Zu dieser Auffassung kommt man durch den Warmesatz von Nernst (III. Haupt- 
satz), dem Planck die folgende Form gegeben hat: 


,.Die Entropie eines jeden chemisch homogenen KGrpers nihert sich bei unbe- 
grenzt abnehmender Temperatur einem ganz bestimmten endlichen Wert. Dieser 
Wert ist unabhangig von Druck und Dichte (in Abb. 2 fallen also s, und s, zusammen!), 


aber auch von der chemischen Bindung und von der Modifikation, in welcher sich 
der Stoff befindet.“ 


Hat aber die Entropie s dort einen konstanten Wert s), so mu8 ds = 0 sein, wenn T' 
gegen Null konvergiert. Von den vielen bemerkenswerten Folgerungen, die sich 
daraus ziehen lassen, interessiert uns hier nur die folgende: 


Aus ds = ee folgt, daB, wenn ds fiir 7 = 0 gleich Null wird, auch dg gleich 


Null sein muB. Das besagt, daf8 dort alle differentiellen Zustandsinderungen 
adiabatisch verlaufen, wenn nur der absolute Nullpunkt die Anfangs- oder End- 
temperatur ist. Caratheodory hat den II. Hauptsatz in die Form gebracht, da8 
es in beliebiger Nahe jedes Zustandes eines Korpers Nachbarzustinde geben miisse, 
die vom ersten Zustand aus auf einer Adiabate nicht erreichbar sind. Vom absoluten 
Nullpunkt aus gibt es aber nach Nernst tiberhaupt keine anderen Wege als adiabatische. 
Der II. Hauptsatz verliert also in unmittelbarer Nahe des absoluten Nullpunktes 
seine Giltigkeit. Es kénnen darum auch in einem dem Nullpunkt anliegenden, in 
-seiner Breite vom Stoff abhangigen Bereich keine thermodynamischen Betrachtungen 
ausgefiihrt werden, die tiber den Energiesatz hinausgehen*. 


Eine zweite Bemerkung betrifft die von Clausius aufgestellte Differentialgleichung 


p+ alo= 7 (ar). m 


in der man sowohl einen mathematischen Ausdruck erblicken kann, der beide Haupt- 
satze vereinigt, als auch die zweckmafigste Form der Zustandsgleichung eines homogenen 
Korpers, fiir den man aus molekulartheoretischen Uberlegungen oder auf experimen- 
tellem Wege die Abhingigkeit der inneren Energie von der Dichte bzw. eine rein 
empirische Zustandsgleichung formelmaBig dargestellt hat. 


Schreibt man die Gl. (1) als 
Tdp—pdT _ a oT 
T? 3 Ce pT? 


so erhalt man durch Integration 


ga [te(M)er src 


oder Sind 
p=T\-ar (SpA? + TF), 
wo F (v) die Integrationskonstante bedeutet, die man aus der Bemerkung erhialt, 
daB fiir (") —( die Zustandsgleichung die Form pq (v) = RT annehmen muB8. 
o |r 
Liga R : ; 
Das gibt p = ay = TF (v), also F (v) = oat und weiters 
Leu Tig ae 
2 P| pr (3),a7 ane (2) 


* Vgl. auch Mache, Ber. Wien. Akad. Wiss. (II a) 186, 75 (1927); Griinbach, L’Enseigne- 
ment scientifique. 1, 139 (1928); Mache, Phil. Mag. 10, 931 (1930). 
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Hierin bedeutet — (v) eine beliebige Funktion des Volumen. Durch beidseitige Addition 


von (1, erhalt man die Gleichung von Clausius in der Form 


p+ (Fle=T la (moet + (ae + oer ® 


und daraus den thermischen Spannungskoeffizienten 


Cpa ee ce R 1 [ou 
lar)s hone (ay fe Deeg arta sae (4) 
So folgt z. B. aus dem Ansatz u=g(v) +h(T) (g und h Funktionszeichen!), 
a in lth) Bich ee RT ie 
dak (1, = "9" (0); also. p=" 29 (v) | pe mip) ou eee (v) + aia. und (5) = 
aie eS ist. Schreibt man das in der Form [p + 9’ (v)] 9 (v) = RT, so erkennt man, 


(v) 
daB es sich hierbei um eine verallgemeinerte Zustandsgleichung nach Art der van 


der Waalsschen handelt. Auch hier ist c, = (FF 


Temperaturfunktion, wie fiir ein vollkommenes Gas. 


=h’'(T), also c, ebenso eine reine 
v0 


Gehen wir hingegen statt von der inneren Energie uw von der Zustandsgleichung 


: ; ; R ; 
aus, indem wir etwa mit Berthelot p+ nie = Tp annehmen, so ist weder 


For = a a noch 7 rasa a! (3 ie wie man nach einem fltchtigen Blick 
auf Gl. (1) vielleicht meinen kénnte; vielmehr ist der ,,Thermische Druck“ 
op R a 
1 (3h) =T > Bt Te 


und der ,,Kohasionsdruck“‘ 


schreiben miiBte, damit sie jene Normalform einer Zustandsgleichung erhielte, als 
welche wir die Gleichung von Clausius betrachten konnen. Es wird sich empfehlen, 
eine jede Zustandsgleichung in ihre Form zu bringen, falls man aus ihr auf Kohasions- 
druck und thermischen Druck schlieBen will, Begriffe, die molekularmechanisch noch 
recht unklar sind, aber eben deswegen dringend weiterer Untersuchung bediirfen. 
Es steht wohl sicher, daB ein homogener Kérper unter dem Einflu8 dreier Drucke 
steht: dem von auSen ausgeitibten Druck und einem durch die Attraktion der 
Molekiile veranlaBten Innendruck, die beide in gleichem Sinne wirken, also den 
K6orper zu komprimieren streben, waihrend die dritte Kraft, die molekulare Warme- 
bewegung, eine Dilatation auslost. Wenn man aber bedenkt, da8 Wasser zwischen 
0 und 4° C Kohasion besitzt, wahrend der thermische Druck zugleich mit dem Aus- 
dehnungskoeffizienten negativ wird, so erkennt man, daf die Gleichung von Clausius 
noch wenig Anschaulichkeit vermittelt. 
(Hingegangen am 23. Februar 1954.) 
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Warmespannungen infolge eines rotierenden Temperaturfeldes. 
Von E. Melan, Wien. 


Zusammenfassung. Es werden die Spannungen, die in einer Kreisscheibe infolge eines mit 
gleichmaBiger Geschwindigkeit rotierenden Temperaturfeldes entstehen, bestimmt. 


Summary. The object of the author is to determine the tensions generated in a circular disk 
under the influence of a temperature field rotating at a uniform speed. 


Résumé. L’auteur constate les tensions engendrées dans un disque circulaire sous l’action 
d’un champ de température tournant & une vitesse égale. 


Der Laufer einer Gasturbine wird am Rande mit heiBen Gasen angeblasen. Wenn 
der Laufer hierdurch auf eine konstante Temperatur gebracht wird, werden keine 
Warmespannungen entstehen. Ist die Temperatur aber lings des Randes des Liufers 
nicht konstant, so wird die ungleichmaBige Erwarmung das Auftreten von Warme- 
Spannungen verursachen. Hs ist gleichgiiltig, ob der Diisenkranz feststeht und der 
Laufer rotiert, wie es tatsichlich der Fall ist, oder ob wir den Liufer feststehend, 
den Diisenkranz rotierend annehmen. Durch ungleichmaBige Verbrennung kann eine 
ungleichmaBige Erwirmung des Randes des Liufers verursacht werden; es entsteht ein 
rotierendes Temperaturfeld, dessen Periode gleich der Umdrehungszahl der Turbine ist. 


1. Das Temperaturfeld. 


Zur Bestimmung der hierbei auftretenden Warmespannungen idealisieren wir 
das Problem daher wie folgt: Wir betrachten den Laufer als eine Scheibe, deren 
Dicke im Vergleich zu dem Durchmesser gering ist. Die Temperatur und die Warme- 
spannungen seien lings der Scheibendicke konstant angenommen, so da ein ebener 
Spannungszustand vorliegt. 


Die Theorie der Warme lehrt, da ein nicht stationaéres, aber quellenfreies 
Temperaturfeld der partiellen Differentialgleichung 


oT 
CAL =e (1) 


gentigt. A bedeutet hierin den Laplaceschen Operator, der in ebenen Polarkoordinaten r 
und g die Form 
7) Le Oe Le? 


| | 
A\e [7 or ' 7% Oy? 


besitzt. a ist eine von den thermischen Eigenschaften des Materials abhingige GroBe, 
die wir als temperaturunabhingig annehmen. dt ist das Zeitelement. 


Es ist klar, daB fiir ein mit der Laiufergeschwindigkeit rotierendes Bezugssystem 
alle Ausdriicke von der Zeit ¢ unabhangig werden, also ein quasistationarer Zustand 
vorliegt. Betragt zur Zeit t an der Stelle y die Temperatur 7’, so wird an der Stelle 
y +dq nach der Zeit t + dt die Temperatur 


oT on. 


T + we ag (at 


herrschen und diese mu8 wieder gleich 7’ sein; daraus folgt 


oT oT 
ag dgerc, d= 
und weil 4 gleich ist der Winkelgeschwindigkeit w, erhalt man 


oT oT (2) 


i Balan ALTE 
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so da® die Differentialgleichung fiir das Temperaturfeld, auf ein rotierendes 


Koordinatensystem bezogen, 
o oT 
lautet. 
Es liegt nahe, Lésungen dieser Differentialgleichung in tiblicher Weise durch 


den Ansatz 

T= he 
zu versuchen, wobei R nur von 7, ® nur von  abhingt. Einsetzen in die Gl. (1) liefert 
a a 1 | Al a@D @ | =0 


| | 


R\ dr ' r dr) ' @\r2 age? ' a a 
Setzen wir 
® =", 
so wird 
i! oD wo o@ A (0) 

aie | le | ee 

und damit} 
iy hs; 2 o 
R’+2R4+([+2i\R=0. 


Um Periodizitét in y zu erreichen, miissen wir 4 imaginar, also 
A= 
annehmen. Dann wird 
e'” = cosyg +isinyy 
und fir R ergibt sich die Differentialgleichung 


dant 5 OD y2 
R’ 4 -(i2v—4 
ie 


|R=0. (4) 
Die Losung dieser Differentialgleichung ist bekannt; es ist dies die Zylinder- 


funktion mit komplexem Argument l/ aS ir von der Ordnung » 


r=2,(\/ 2" ir) = 8 +49, 
die wir in den reellen Anteil 
n=, (/> *) 


3=3,(// 2 >) (5 


zerlegen. Dabei geniigen, wie man durch Kinsetzen dieser Werte in Gl. (4) und 
Trennung des Reellen und Imaginaren leicht feststellt, 3 und S$, den Differential- 
gleichungen 


und den imaginaren Anteil 


, 
Ov 


a 


Ph pin y2 ov 7 x 
Bt om Ba nee 


2 
PAE ee 
a r re 


Ri. (5a) 
Wir finden sonach 
T = (KR +73) (cosvy +isiny gy) = Reosyy — Jsinvyg +71(Rsinyg + Jecosrq), | 


und weil sowohl der reelle als auch der imaginire Anteil von 7 eine Lésung sein 
miussen, kénnen wir eine allgemeine Lésung in der Form 


T = C;(R cosy — Jsiny p) + C,(Rsin» yp + § cosy gq) 


* Die Striche bedeuten hier, wie stets im folgenden, Ableitungen nach r, also R’ = adR/dr, 
RY = @R/dr?. 
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bilden. Wenn, wie wir voraussetzen, im Inneren der Scheibe keine Warmequelle 
vorhanden ist, miissen wir fiir R jene Zylinderfunktion wihlen, deren reeller Anteil 
und imaginarer Anteil J im Inneren der Scheibe r = 6 endlich und stetig bleibt. Es 
ist dies die Zylinderfunktion 1. Art oder Bessel-Funktion von der Ordnung ». 
Die Konstanten C, und C, sollen so bestimmt werden, da8 fiir r = b, das ist der 
Scheibenrand die Temperatur 
T= Tos” 


erhalt. Es muB also fiir ry = b der Faktor von sin » g verschwinden, jener von cos y » 
den Wert 7’, annehmen. Wenn zur Vereinfachung 


w (22 )=8, 3, (220) =3 (6) 
geschrieben wird, ergibt dies 


ey ee, Soe ot XT Bese : ee 
OR ae ai SSO und Oo gage mit ~ Fe + a) 
und als Lésung wird 
T =C-{R(Reosyp +Jsinyy) +3(— Rsinyy + Jcosrg)} =—C{AR+ BH} (8) 
mit 


A=A,(vy)= Reosrp + ¥siny 9g, (9) 

B= B,(vy9) = — R sin v y + ¥ cosy @ 

erhalten. Wir schreiben noch die im folgenden benotigten Ableitungen von A und B 
nach @ an: 

0A 0B CPA , eB 

Pag Bs Sok Tv A = —?rA, ag? 

Mittels dieser Losung Gl. (8) konnen wir das Temperaturfeld auch in dem all- 

gemeineren Fall angeben, da die Temperatur am Scheibenrand durch eine Fourier- 
Entwicklung 


= —  B, (10) 


T= > T0089 © 


gegeben ist. Durch Superposition ergibt sich dann fiir 7’ der Ausdruck 


Trg) =S'4,{4o-9) 8 (| 1) + B,09)3(\/2* oh. 


2. Die Spannungen. 


Zur Bestimmung der Spannungen bendtigen wir das thermisch-elastische Ver- 
schiebungspotential y (vgl. Melan-Parkus, Warmespannungen, 8. 25), welches als 
irgendeine partikulare Losung der Gleichung 


Ay = a(1 +n) 7 (11) 
erhalten wird. « bedeutet hierin den linearen Wéiarmeausdehnungskoeffizienten, 
uw das Verhaltnis zwischen Quer- und Lingsdehnung. 


Im allgemeinen ist die Beschaffung einer partikularen Losung von Gl. (11) nicht 
gerade einfach; differenzieren wir aber diese Gleichung nach 9g, so erhalten wir 


ra) OL a 
see eee Weal roar ee (oH) cg I 
und hieraus 


0 a | wy oe 
gh twST=— all tH ZOUR+ BY) 
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Integriert man jetzt tiber gy, wobei die allenfalls hinzutretende Integrations- 
konstante belanglos ist, weil wir nur ein beliebiges partikulares Integral von Gh) 


A 
bendtigen, so erhalt man mit | Ady = — sf und | Bdp ==> entsprechend Gl. (10) 


a 
@v 


y = a(1+p)— O(BR-—AQ). (12) 


Nunmehr ist es nicht schwierig, einen Spannungszustand zu ermitteln; es ist 
namlich (vgl. a. a.-0.; S. 30) die Radialspannung 


1 oy 1 0’ 
Pee 2G (— or . Pe a, 
die Tangentialspannung ; 
ay 
Sug = 2G Ape? 
die Schubspannung 
‘sh 0 (_%& 
Orn = — 20S) 
und wir erhalten 
Kt’ 2 (e% 2 ; 
n= BSL o(a(e—Fu)—4(S— Za}, | 
Opp = E—— C {BR —AS"}, (13) 
Leip ogi Rega 
n= 20 {4(%—¥) 4 3(f 8) 


Hierin bedeutet G den Gleitmodul und # = 2(1 +,y)G den Youngschen Modul. 


3. Erfiillung der Randbedingungen fiir den Spannungszustand. 


Die in den Gl. (13) angegebenen Spannungen erfiillen noch nicht die Randwerte, 
welche wir fiir r = 0b mit 
=0 


als fiir einen spannungsfreien Rand festsetzen wollen. Es ergeben sich vielmehr hier 


iB digests WR 
v= 222 o{-4(E—» 9) +0(% oS} 


Mv 


dope HE" OLAS te) 4 BL 

Es ist demnach notwendig, einen Spannungszustand hinzuzufiigen, welcher diese 
Randspannungen zum Verschwinden bringt, das heiBt welcher mit 7’ = 0 durch 
die Randspannungen o,, = —o,, und o,, = —o,, hervorgerufen wird. Nun ist 
aber der Spannungszustand in einer Kreisscheibe, die am Rande r = b durch vor- 
gegebene Spannungen beansprucht wird, bekannt und mittels der Airyschen Span- 
nungsfunktion F leicht zu bestimmen; diese gentigt der partiellen Differentialgleichung 
vierter Ordnung 


Orr = 0 und. . 4 


(14) 


AAR =O, 
welche dann in Polarkoordinaten die Spannungen 
1 orf DS 2ht 0 oF or 
Ore ey Gp p2 ewe? | ), Opn = 2 
p r \ r Op PP or 


ergibt. Wir verwenden die partikularen Losungen r’siny 9, 1’ cosyg, r’+2 sin yy 
und r”*+? cos » ~, aus denen wir die fiir unsere Zwecke genitigend allgemeine Loésung 


b2 y” yp? + 2 


b2 7” yr +2 
G=— i)? 8327 


BG | 2y4 1 


Cy 


+ B 


p=2**ol4 


wr 


d, 5 
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beschaffen. ¢,, c,d, und d, sind vorlaufig noch unbestimmte Integrationskonstanten. 
F ergibt folgende Sate 


a H 

Danaea — WC tA [¢, By 77? + ¢, (vy — 2)77] + Bid, Bvr—? + d, (v — 2)r°J}, 

= H 

Ory = nae C {A [d, Br’ —2 4 dar] — Ble, Br? +.6,7°J}, 

= #H 

Gg = a C {A [ce By r’—? + 0, (vy + 2) 7°] + B [d, by 7°? + dy (vy + 2)r°)}. 

Fir r = 6 erhalt man also 

Ger = — =~" OfA [ev + cy (v — 2)] + Bld,» + dy (v — 2]}, | 
; (15) 
Org = 1, +d] — B [e, + ¢e]} 


und die Bedingungen fiir einen spannungsfreien Rand r = b 
Cee og = Oe nds ig, ¢- 6g 
ergeben nach den Gl. (14) und (15): 


ap Te pete Ls) 24R (aw flags 2y} as -» 3} | B(® 2 ®) <9, 


HY Fz ws 
Ald page Ble arodeea tee S| oS 2 S| eo, 
A und B sind dabei nach den Gl. (10) von » abhangig; es miissen daher, damit diese 
Gleichungen fir alle ¢ erfiillt sind, die Koeffizienten von A und B fiir sich verschwinden 
und dies gibt zur Bestimmung der vorlaufig noch willkiirlichen Konstanten ¢,, ¢,, 
d, und d, vier Gleichungen: 


oy te(9—2=—(S —# 3), 


a x 
dy +dyv—2=(* os 
= tad (16) 
Cy es Bn 
ROR 
eee) 
mit den Lésungen 2 be ba 
ei SS. a0 4 oY YX 
gaia 7s 4 Gi 2) ze) ar 5 a) | (17) 
—1 [# H +1 | ® R 
SS aaa o +231, ies eA. 
Damit lautet die vollstindige Losung: 
es Ha« fiche r \y—2 r \v 
6,.°=—, or ais ees » (5 »—2) (4) + 
pi aaa ip \y 
bBL d(5) soa 
Ha« i’ iy yr \vy—2 r \v 
ont ==22 0{4|7-—5 a t da(+)| + na 


-a{f-3—a(g)*—a(6)h 
Opp =~ 220 {A |- 9" ber(z) +e +2)(F)| + 
+B|R +a (5) +d, +2(=)]}. 
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Die numerische Auswertung der Gl. (18) verursacht einige Umstindlichkeit, da 


reeller und imaginirer Anteil von J, (oVi ) nur fiir y = 0 und »y = 1 und da nur fir 
Argumente 9 <9 berechnet vorliegen. Die bekannte Entwicklung 


1\» co ‘ 2n+ 
J) = (3) 3) ("sree 
n=0 


ka +2sin ea: m| nach Trennung des 


: ® 1 
liefert mit z= oVi, also 2*= oF (cos 7m 5 


Reellen und Imaginaren 


1\» co a Fh giigetid n 

,=(5) YA tea Cael: 
n=0 

1\v Ce pea ‘ n 

3=(s) Y(- l)"@ aor Sin (20 +») Z- 
n=0 


Die Argumente 9 =r / a sind aber in der Praxis zumeist so groB, da diese 


Reihenentwicklungen wegen der langsamen Konvergenz nicht zu beniitzen sind. 
So ist z. B. bei einer Umdrehungszahl von n = 10000 min-? die Winkelgeschwindig- 
keit m = 10000: 60: 2a = 3769800 h-; fiir eine hochwertige Eisen-Nickel-Legierung 


wird die Temperaturleitfahigkeit a = 220 cm? h-1, so da / m3 = 130 cm betragt. 


Bei einem Scheibendurchmesser von 50cm wird 6 = 25cm und bei vy = 1 wird der 
groBte Wert des Arguments bereits 3250. Man mu daher die semikonvergenten 
_ Entwicklungen von Jacobi beniitzen, die fiir groBe Werte des Arguments rasch 
konvergieren. 


Die in den Gl. (18) auftretenden Ableitungen der Funktionen i und 3 kénnen aus 
den Beziehungen 
dJy (2) Jy ( 
ae == 2 id pte) 


und 


By —1 Jy 
= |S -1]4@+78" 


mittels Trennung von Reellem und Imaginarem bestimmt werden; mit 


erhalt man 


und 


oa (R41 — Ort) 


On d¥» v ov 
vv dp =23,-/22 1 + Se41): 


(Hingegangen am 27. Februar 1954.) 
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Die Bewegung eines Rotationskérpers in der reibungslosen Fliissig- 
keit und das instabile Moment der Druckkrifte. 


Von W. Miiller, Miinchen. 
Mit 4 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. In der Arbeit wird eine friiher vom Verfasser entwickelte Vektorformel 
fur das Moment der Druckkrafte an einem in der Flissigkeit bewegten Kérper auf den Fall des 
Rotationskérpers angewendet und daraus zwei Integralausdriicke fiir die Tragheitskoeffizienten ky, 
und k, der Langs- und Querstrémung abgeleitet, die von den beiden erzeugenden Potential- 
funktionen F, und F, abhingen. Im Anschlu8 daran und zur Vorbereitung fiir die Behandlung 
allgemeinerer Falle wird der Fall des Ellipsoids aus der Quellsenkenmethode entwickelt und 
der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten und den Extremwerten der Geschwindigkeit 
gezeigt. 


Summary. A vector formula, at one time developed by the author for the moment of the 
pressure forces on a body displaced in the liquid, is applied to the rotary body in such a manner 
as to derive from same two integral terms for the inertia coefficients k, and k, of the longitudinal 
and the transversal flow depending on the generating potential functions F, and F,. In connexion 
there with and for preparing the way to the treatment of more general cases, the case of the 
ellipsoid is developed out of the surging and subsiding method and the connexion is shown 
between the coefficients and the limit values of the velocity. 


Résumé. Une formule-vecteur, développée par l’auteur dans une publication antérieure 
concernant le moment des forces de pression agissant sur un corps se mouvant dans un liquide, 


x 


est appliquée au cas des corps rotatoires de fagon 4 en dériver deux termes d’intégral pour les 
coefficients d’inertie k, et k, du courant longitudinal et du courant transversal, qui dépendent 
des deux fonctions potentielles génératrices /, et /,. Ensuite et par voie de préparation pour les 
cas plus généraux, auteur discute le cas de l’ellipsoide, en se servant de la méthode de montée 
et descente et démontre la connexion entre ces coefficients et les valeurs-limites de la vitesse. 


1. Einleitung. 


Die Stré6mung einer idealen Flissigkeit um Rotationskorper interessiert in erster 
Linie vom Standpunkte der Stabilitaétstheorie des Luftschiffes und des Flugzeug- 
rumpfes!—*. Wenn wir voraussetzen, daB 
ein langgestreckter Rotationskorper in der 
reibungslosen Fliissigkeit sich in einer von 
der Achse um den Winkel f abweichenden 
Richtung etwa horizontal bewegt, so ent- 
steht zwar keine resultierende Kraft, wohl 
aber ein Moment, das die Tendenz hat, Abba lik TietabilesuDrahimonmenk 
die Winkelabweichung f gegen die Achse 
zu vergroBern oder die Achsenrichtung senkrecht zur Bewegung zu stellen, so daB 
ein durch Steuerwirkung aufzubringendes stabilisierendes Moment erforderlich ist, 
um jenem instabilen Moment der Flissigkeitskrafte das Gleichgewicht zu halten 
(Abb. 1). Uber die Abhaingigkeit dieses Momentes von der Form des Korpers ist 
bis jetzt nur wenig bekannt. Nur bei einigen mathematisch ganz einfachen Formen, 
vor allem beim Rotationsellipsoid, 1iBt sich das Strémungsfeld bei einer beliebig 
schiefen Bewegung und daher auch das durch Druck hervorgerutene Kraftepaar, 


1 W. Fr. Durand: Aerodynamic Theory. Bd. I, 8S. 277. Berlin. 1934. Bd. VI, 8. 32. Berlin. 


1936. oy 
2 Handbuch der Experimentalphysik (W. Wien, F. Harms), Bd. 4, 3. Teil, S. 164, 166. 
Leipzig: W. Klemperer. 1930. 
3 M. Munk: The aerodynamic forces on airship hulls. Nat. Adv. Comm. Aeron., Techn. 


Rep. 184, Annual Rep. 9: 453 (1923). 
4H. Multhopp: Zur Aerodynamik des Flugzeugrumpfes. Luftfahrtforsch. 18, 52 (1941). 
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im letzteren Falle in Abhingigkeit vom  Achsenverhialtnis, genau angeben. Die 
Schwierigkeit der Behandlung allgemeiner Formen liegt vor allem darin, da es nur 
durch ziemlich umstiindliche Verfahren gelingt, die Liings- und Querstrémung aus 
den erzeugenden Singularitaten so zu konstruieren, daB in beiden Fallen derselbe 
Korper als Grenze der Relativstrémung herauskommt. Wahrend namlich bei der 
Langsstrémung die Stromfunktion, das heifSt also auch die Gleichung der Meridian- 
kurve der Begrenzung aus einer beliebigen Quell- und Senkenverteilung langs der 
Achse gewonnen werden kann‘, ist es nicht mehr moglich, die Grenze fiir die Quer- 
strémung, die einen dreidimensionalen Charakter hat, aus einer Dipolverteilung in 
direkter Weise oder durch einen geschlossenen Ausdruck darzustellen®.’*. Nur 
durch einen Umweg iiber die Potentialflichen gelingt es, sich ein Bild zu machen 
von der Stromgrenze. Wenn daher die Quellverteilung und die Meridianbegrenzung 
des Korpers bekannt sind, so bleibt noch das entscheidende Problem zu lésen, die 
zugehorige Dipolverteilung zu finden, welche die verlangte Querstr6mung um den 
gegebenen Korper liefert. Uber die Lésung dieser Aufgabe soll hier nicht berichtet 
werden. Dagegen wird zur Anbahnung einer mehr methodischen Behandlung der 
einschligigen Fragen angestrebt, die Theorie auf moglichst breiter Grundlage auf- 
zubauen und zundchst Ausdriicke fiir das instabile Moment in einer Form abzuleiten, 
die es erméglicht, die Anwendung auf Sonderfalle ohne allzu groBen Aufwand von 
Rechnung durchzufiihren. In der vorliegenden Arbeit wird das Moment aus einem 
friiher vom Verfasser§ unter sehr allgemeinen Voraussetzungen gegebenen Ober- 
flichenintegral abgeleitet, das schlieBlich im Falle des Rotationsk6rpers in einen sehr 
einfachen Integralausdruck umgeformt werden kann, der nicht mehr die Geschwindig- 
keiten, sondern als maBgebende Groen nur die beiden Funktionen enthalt, die un- 
mittelbar von der Quell- bzw. Dipolbelegung lings der Achse abhangen. Zur Bestati- 
gung der Formeln und zur Vorbereitung der speziellen Untersuchung werden diese 
Funktionen fiir den Fall des Ellipsoids nach der Quellsenkenmethode entwickelt 
und die im Ausdruck des Momentes auftretenden Formkoeffizienten ermittelt. 


2. Allgemeine Formeln fiir die Bestimmung des von der Fliissigkeit auf einen bewegten 
Kérper ausgeiibten Drehmomentes. 


Wir nehmen an, da sich ein Korper mit der Begrenzung C — wir haben vor allem 
Rotationskoérper im Auge — mit der Geschwindigkeit yp, in einer reibungslosen, im 
Unendlichen ruhenden Fliissigkeit bewegt. Bei der in der Fliissigkeit entstehenden 
Bewegung unterscheiden wir die absolute, auf einen im Raume festen Beobachter 
bezogene Geschwindigkeit v, die wir im allgemeinen bevorzugen werden und die 
relative Geschwindigkeit »’, die mit der absoluten Geschwindigkeit » durch die 
Gleichung 

vb’ =) — Vp 


zusammenhiéngt und in die wirkliche Geschwindigkeit tibergeht, wenn der Kérper 
ruht und von der Fliissigkeit mit der Geschwindigkeit », angestrémt wird. Wenn die 
Stromung um den Rotationskérper in eine Lings- und Querstrémung zerlegt wird, 
so lassen sich bekanntlich beide Strémungsanteile durch Benutzung gewisser Quell- und 


* G. Fuhrmann: Theoretische und experimentelle Untersuchungen an Ballonmodellen. 
Diss. Gottingen 1911, Jahrbuch der Motorluftsch. Studienges. 5 (1911/12). 

° Th. v. Karman: Berechnung der Druckverteilung an Luftschiffkérpern. Abhandl. aus 
d. aerodyn. Inst. d. techn. Hochsch. Aachen, H. 6, 8. 3, Berlin 1927. 

’ J. Lotz: Zur Berechnung der Potentialstrémung um quergestellte Luftschiffkérper. 
Ingenieur-Arch. 11, 507 (1931). 

* W. Miller: Zur Theorie der Krafte bei der beschleunigten Bewegung eines Ko6rpers in 
der reibungslosen Flissigkeit. Ingenieur-Arch. 14, 332 (1944) 


. 


Die Bewegung eines Rotationskérpers in der reibungslosen Flissigkeit. 173 


Dipolsysteme lings der Achse darstellen. Die absolute Stromung kann als unmittelbar 
erzeugt gedacht werden durch die im Endlichen gelegenen Singularititen, wihrend 
die relative Strémung durch Abzug der Parallelstromung sich ergibt, die ihrerseits 
wieder durch ein Dipolsystem im Unendlichen dargestellt werden kann. Die 
Ditferentialgleichungen fiir die Absolutbewegung in bezug auf ein mit dem Kérper 
bewegtes System lauten in Vektorform® 


1 
: a Apa a Lp by) Vor Vib S divyl= 0, (1) 


Im stationiren Fall erhalt man daraus 


1 
SS OV OOM (2) 
und durch Integration langs der Oberflache fiir die auf den Korper wirkende Kraft 


Bo= —|pudf= zo | endf—o\v-vgndj, (3) 
4 . 


wenn n die duBere Normale der Begrenzungsfliche bezeichnet!®. Bei Benutzung der 
bekannten Vektorformel 


Xx (Bx ©) = BA-C) —C(AX- B) - (a) 
und der Randbedingung fiir die Absolutbewegung 
0g ay == 8- na 
ergibt sich daraus 
Bo = ev) x |v x ndf +50 | endf—e|v(v- naj). (4) 
Cc c Cc 


Wenn aber die Strémung in dem Gebiete zwischen C und einer im Unendlichen ge- 
dachten Hilfs- oder Kontrollflache H singularitaétenfrei ist (rot » = 0, div »y = 0), 
und » im Unendlichen wie = verschwindet, so hat man 
= \vtndf —\v(v-ndf) =| e&ndf—\v(v-ndf)=0. 
c c H H 


Daher bleibt fiir die Kraft S~ der Ausdruck 


Bo = ev) x |v x ndy. (5) 
C 
Auf Grund des Stokesschen Satzes 


| udf x v = | rot vdr 
C 7, 


(wo 7’, das von C eingeschlossene Raumgebiet bezeichnet) ergibt sich aber, daB die 
Kraft verschwindet, wenn keine Zirkulation vorhanden ist. Dagegen entsteht auch 
im Falle der reinen Potentialstromung ein resultierendes Moment, das entweder durch 
ein Randintegral oder durch ein Oberflaichenintegral dargestellt werden kann. Man 
hat namlich zunachst 


Mo=e\t x [vo x (v x naf)]. (6) 
C 


9 H. Lamb: Lehrbuch der Hydrodynamik, deutsch v. E. Helly, 8.13 und 151. Berlin 


1931. , 
10 Fiir das Folgende vgl. auch W. Miller, Ing. Archiv, Bd. 18, S. 338 (1950). 
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Fiir den Fall der Wirbelfreiheit und Zirkulationsfreiheit kann man bei Anwendung 
des Stokesschen Satzes schreiben: 
Mo = elt x [do x (v x ndf)] = — edo x | var, (7) 
Cc ii 
wo das Raumintegral sich auf das ganze von der Fliissigkeit eingenommene Gebiet a) 
erstreckt. Das Moment stellt sich also dar als Vektorprodukt des in diesem Raum 
enthaltenen Impulses mit der Bewegungsgeschwindigkeit v9. In abgekiirzter Form 
haben wir also 
Wo =) Ug: (7a) 


Wir wollen zunichst diese Darstellung benutzen, um einige grundlegende Begriffe 
abzuleiten, die spater fiir die praktische Rechnung eine besondere Bedeutung erlangen 
werden und dann das Oberflichenintegral so umformen, daB es unmittelbar fiir eine 
gegebene Rotationsfliche verwendbar wird. Dabei werden wir voriibergehend einen 
allgemeinen, durch drei Haupttragheitsachsen gekennzeichneten K6érper voraussetzen. 
Denken wir uns nun die beiden Grundvektoren yy und 3, zerlegt nach den Haupt- 
richtungen, das heiBt nach der Liingsrichtung und den dazu senkrechten Haupt- 
richtungen, denen die Hinheitsvektoren e, ¢, ¢; entsprechen, so kénnen wir bei Ein- 
fiihrung der Richtungswinkel «, «, «3; die Geschwindigkeit in der Komponentenform 
schreiben: 

Yo = U (cos %, €; + COS & €y + COS Ke €s). 


Beziehen wir ferner den Impuls auf die Geschwindigkeit vo, so laBt sich folgende 
Darstellung verwenden: 


¥ = U (m, COs & €; + Mz COS My Cy + Ms COS Ke Cs), 


wo dann m,m, mz; die ,,virtuellen Massen“ bezeichnen, die den Richtungen ¢, ¢, ¢; 
zugeordnet werden kénnen. Damit erhalten wir das Vektorprodukt in der Gestalt 
Me = — U? [(mz — mg) COS Xs COS Hy ey + (M, — M3) COS &, COS &3 es + 
+ (mz — M4) COS &, COS &, es]. (8) 
Nennen wir nun V das Volumen des Rotationsk6rpers, so laBt sich bei Einfithrung 
eines Koeffizienten k; 


setzen und wir kénnen das Produkt k; V als das der Richtung e,; zugeordnete ,,virtuelle 
Volumen‘ des Koérpers bezeichnen. Dann haben wir fiir das Moment den Ausdruck 


Mo = — 0 U? [(kg — hq) cos x3 COS He, + (kb, — kg) cos a, COS « ey + 
+ (k, — k,) cos o, COS o, €]. (Sa) 
Die Koeffizienten &; sind nur von der geometrischen Form des Kérpers abhingig. 


Haben wir im besonderen einen Rotationskérper, so wird k, = ks. Wenn wir weiter 


eine horizontale Bewegung annehmen, die mit der Achse e, den ,,Schiebewinkel® f 
einschlieBt, so wird «, = B, «a, = a Sh oe = > und es entsteht fiir das Moment 


um die vertikale Hochachse die Forme] 
‘ Licata 
Ms = Mo- es = — 5 @ U? sin 2B (k, — k,) V. (8b) 


*t Diese als Munksche Formel bezeichnete Gleichung ist in der Hydrodynamik bereits seit 
langem bekannt (vgl. etwa G. Kirchhoff: Vorlesungen, I. Bd., 19. Vorlesung, Leipzig 1883, 
und H. Lamb: Lehrbuch der Hydrodynamik, deutsch von Friedel, 8. 194, Leipzig 1907) 
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Man sieht ohne weiteres aus dem Vorzeichen, da dieses Moment den bereits hervor- 
gehobenen instabilen Drehsinn hat, wenn k, > k, ist. Das ist aber bei langgestreckten 
Rotationskérpern immer der Fall, wie noch besonders am Beispiel des Ellipsoids ge- 
zeigt werden soll. , 

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir uns niher mit dem Oberflachenintegral 
beschaftigen, um damit zu einer Integraldarstellung fiir die maBgebende Koeffizienten- 
verbindung k, — k, zu gelangen. Zunachst laBt sich zeigen, daB das Integral (5) 
sowohl fiir die absolute wie fiir die relative Geschwindigkeit gilt. Das ergibt sich ohne 
weiteres aus dem Raumintegral (6), da vy x v9 = 0 ist, soll aber direkt am Flaichen- 
integral nachgewiesen werden. Zu dem Zwecke benutzen wir die Vektorformel (a), 
die zu folgender Gleichung fiihrt: 


| t X [Vo X (v X ndf)] =r xX v(vy- ndf) —r X ndf (v,- v). (9) 
Setzen wir nun v = vo, so wird der zweite Teil des Integrals 
ver nif = — v2 | ndf < Pi \rot eds = 0, 


da rotr= 0 ist. Der erste Teil wird dagegen mit » = v, 
| BX Vo (Vo- ndf) = | [v9 -V (t X v9) +t X Wp div vo] dr. 
Wegen div v) = 0 erhalten wir mit Hilfe der Formel 
©C-VAxB=AxCVB—Bxe-VA 
Mp Uae Xx Vo TeX ie Ay; iy Kage =O, 
da Vv,=0, vy: Vr=d, 


(V r ist die Einheitsdyade). Das Integral verschwindet also fiir » = »), womit dann 
gleichzeitig gezeigt ist, daB die Formel fiir das Moment im Falle reiner Translation 
sowohl fir die absolute wie fiir die relative Geschwindigkeit giiltig ist. 


die Gleichung 


3. Umformung des Oberflachenintegrals fiir Rotationskérper. 


Wir zerlegen die Gesamtstr6mung in einen Teil, der von der (horizontalen) Langs- 
bewegung und einen Teil, der von der (horizontalen) Querbewegung des Rotations- 
korpers herriihrt. Bezeichnen wir die zugeh6rigen Potentialfunktionen mit ®, und ®,, 
so lassen sich beide Funktionen in der Form 

Os—=Aveos BL Oy sin el, cosy = OD, cos (10) 
schreiben, wo F, und F, als Funktionen der Achsialkoordinate x, der Radialkoordi- 
nate 7 anzusehen sind, wahrend das Win- 
kelazimut gy der Parallelkreisebene nur in 
dem Faktor cos g des Potentials der Quer- 
bewegung in der y-Richtung auftritt*. 
Dabei muB die Zuordnung der Funktionen 
F, und F, so getroffen sein, daB der Meri- 
dianschnitt g = 0 gemeinsame Stromlinie | jt 
fiir die relative Langs- und Querstromung a 
ist oder daB die Tangentialbedingung, das 
heiBt die Gleichung 

oF oF 

pee = Pag ree wa) 
fiir jeden Punkt der Meridiankurve er- 
fiillt ist. 

12 W. Miiller: Mathematische Stromungs- Abb. 2. Zur Berechnung des Momentes als 
lehre, S. 69f. Berlin. 1928. Oberflachenintegral. 
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Fiir die Komponenten der allgemeinen Geschwindigkeit in den Richtungen x y z 
(bzw. e; €, ¢s) erhaélt man (vgl. Abb. 2): 


Y= Vyze, + U, y + Vo es; 


a® o® oF ‘ oF 
V.= ae ae = U (cos p oa + sin f cos =|, 
; ek OF, ; OF, Beenie] 
vy = Oy 008 y — vy sinp = U|(cos f an + sin Bp Gn COS P] CO8P 4 ; > (12) 
; aD ad. , Die 
Vz = Un Sin Y + v, cos 9 = ( on + Fr cos} sin p — =~ sin 9 cos p = 


a ae ) Fat: | 
sin p COS ~ ——]} SIN » — —SsIN Y COS /Y SiN Pp}. 
ay 1 Sin B cos p ~ — =, Sin p cos p sin B 


he (cos 6 


Die iibrigen in der Rechnung vorkommenden Vektoren werden bei Benutzung der 
friiher gegebenen Bezeichnung 


vo = Ucos fe, + U sin Be,, 
n= — sin de, + cos 6 cos ye, + cos dsin 9 eg, (13) 
r= ve, +7 Cos pe, + HSIN — eg. 


Dabei bedeutet 6 den Winkel zwischen der in der Meridianebene gelegenen Tangente 
mit der Richtung der Langsachse. Zur Ausrechnung ist es vorteilhaft, die oben ge- 
gebene Umformung zu benutzen, nach der sich 3 in zwei Teile zerlegt: 


Me =e|\rxv(vo- ndf) — o\ rt x ndf (vy v). 
C c 
Nun ist nach (12) und (13) 


do’ n= — Ucosfsin 6 + Usin £ cos 6 cos g, 
¥o' v0 = U (v, cos f + v, sin B), 


: 14 
UX D= (YU, — 2 Vy) €y + (2 Vg — Uz) Cg + (LX Vy — Y Ve) Cs, ce 
r X t= — sing (7 sin 6 + 2 cos 6) e, + cosy (x cos 6 + 7 sin 6) eg. 
Setzen wir fiir das Flachenelement 
dx 
df cen) dp cos 6? 


so erhalten wir damit z. B. als Komponente des Momentes in der z-Richtung (als 
Faktor von ¢s;) 


MS 
=—0 u\\ [x cos B (v, sin 6 + v,, cos 6 cos p) + 78in B cos y (v, cosy cos 6+ v, sin 6) 2S 
(15) 


Fiihren wir die unter (12) angegebenen Werte v, v, v, ein, so lat sich die Integration 
nach gy von 0 bis 2 austiihren. Da dabei alle Integrale mit cos ¢, cos? y, sin? Q; COS 
verschwinden, wahrend 


2% 20 
| cos? g dp = sin? yp dy = a 
6 0 


liefert, so entsteht schlieBlich folgende Formel fiir das Moment um die Hochachse: 


M, = — 30 U*sin 28 | 


oF. oF. oF oF F 
(16) 


Die Bewegung eines Rotationskérpers in der reibungslosen Fliissigkeit. Lah 
Wahrend die Momente M, und M, um die-beiden anderen Achsen Null ergeben. 
Der von der Funktion F, abhangige Teil des Integrals la8t sich wie folgt vereinfachen. 


d : ¢ : 
Setzt man tg 6 = a fat beide partiellen Ableitungen zusammen und wendet eine 
partielle Integration an, so wird 


Wes Gy t8 | Pax = \ [Fa - dn| x? = 
= | dP, = [yf F,]—2| n Fy dy = — 2\ 9 Fy dn, (17) 


da das erste Glied bei der geschlossenen Rotationsfliche verschwindet. Den von F, 
abhingigen Teil kann man in folgender Weise umformen: 


+ (3 + 58) 28) wy dex = | 9 [AP dx + ee dr] ie 
=\ed(yF,) = [yx F,] —|\nF,de = —\ FP, dz. (18) 


Wir erhalten daher im ganzen als endgiiltigen Ausdruck fiir das Moment 
M,=+70 Ursin 26|\yFpdx +2\ Fy dy). (19) 


In Bestatigung des oben angegebenen Satzes laBt sich zeigen, daB man statt F, und F, 
die entsprechenden Funktionen F,’ und F,’ des relativen Stromfeldes einfitthren kann, 
ohne den Wert des Integrals zu andern. Man hat naimlich 


Pea et, Ey =, 
Tele Wy al Te walera, 


Setzt man diese Werte in (19) ein, so sieht man, da8 sich die mit F, und Ff,’ geschrie- 
benen Formeln um die Summe 


eS 2\ andy + | aPda 
unterscheiden, die aber, wie eine einfache partielle Integration zeigt, verschwindet. 


Denn es ist : 
2\ andn=\ade= [w 7?] — (ade = —\xPdx. 


Die fiir die rechnerische Auswertung wesentliche Vereinfachung der Formel (19) 
liegt darin, da8 nur zwei einfache Integrale vorkommen, die wie Flachenintegrale 
behandelt werden kénnen und da nicht mehr die Geschwindigkeiten oder die Ab- 
leitungen des Potentials, sondern nur die Funktionen Ff, und F, selbst auftreten, 
die unmittelbar von den erzeugenden, lings der Achse anzubringenden Singularitaten 
abhingen. Wahrend F, durch die Quellen und Senken bestimmt wird, deren Gesamt- 
ergiebigkeit wegen der Geschlossenheit der Rotationsflache Null ergibt, riihrt die 
Funktion #, von der Verteilung der Dipole her, die entsprechend der Querbewegung, 
vom negativen nach dem positiven Pole gesehen, nach der y-Achse orientiert sind, 
wobei das oben angegebene Zuordnungsgesetz erfiillt sein muB. 


Beonders einfach gestaltet sich nach Kenntnis dieser erzeugenden Funktionen die 
Bestimmung der Koeffizienten k, und k, des virtuellen auf die beiden Bewegungs- 
richtungen bezogenen Volumens. Wenn man die Formeln (8b) und (19) miteinander 
vergleicht, so erhalt man folgende Integraldarstellung fiir die Koeffizienten: 


2\n Fd FP, dx 
LA SEE De ae me garde (20) 


r 


; (qadet, “Lit [aida 


12% 
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Dieses Ergebnis steht tibrigens im Einklang mit dem Energiesatz”, den man auch 
zur Herleitung der Koeffizienten heranziehen kann. Benutzen wir némlich den be- 
kannten Ausdruck fiir die kinetische Energie der Fliissigkeit, die wir durch ein Raum- 
integral und bei Anwendung des Greenschen Satzes durch ein Oberflachenintegral 
darstellen kénnen, gemi8 der Gleichung 


B= + 0\V Pdr = —> 0 \ OV O-ndj, (21) 
. C 
so erhalten wir wegen VO®-ndf=v-ndf =v): ndf 


mit dem oben gegebenen Ausdruck fiir b 9-1 


: dy d 
E=— +0 Ue \\ (Fi cosp + F,sin B cos) (— cos f sin 6 + sin f cos 6 cos 7) c= — (22) 


Das Integral reduziert sich aber, wie man sieht, auf zwei Glieder und es ergibt sich 
BE = —+ 70 U»|— 2cos*g | Fn dn + sin? B | F,nda] = 
= + 9 U2 (k, cos? B + ky sin® B) V. 
Die Energie setzt sich also aus zwei Teilen zusammen, der Energie der Langsbewegung, 


der das scheinbare Volumen k, V entspricht und der Energie der Querbewegung mit 
dem scheinbaren Volumen k, V. 


4. Zusatzkrafte bei der beschleunigten Bewegung. 


Die berechneten Koeffizienten k, und k, haben eine weitere Bedeutung fiir die 
beschleunigte Bewegung des Rotationskérpers. Wenn man das Beschleunigungsglied 
in der Grundgleichung (1) mitberiicksichtigt, erhalt man bei Einfithrung von » =V @® 
die zusatzliche Kraft und das dazugehorige Moment in der Form 


7 3 3 
T Cc 
@D 
M’ = or x nd. (25) 
. . q 
Wenn wir wieder ® = U (F, cos B + F, sin B cos g) 
setzen und die Formeln fiir n und r xn beniitzen, so ergibt sich mit bits nae 
= 0 U \\ (Ff, cos B + F’, sin B cos py) (— sin 6 e, + cos 6 cos pe, + cos 6 sing es) — 
und damit nach Ausfiithrung der Integration nach (ay) 
PP, = — %@ U cos B | 2 Fy dy = —o U cos B hy BS, 
(27) 


P, =ngUsin§ | F,ndz = — pg Usin£ k, V. 


Wenn wir uns also zwei freie Ersatzkérper denken, welche die virtuellen Volumen- 
komponenten k, V und k, V als wirkliche Rauminhalte haben und mit einer starren 
Masse von der Dichte @ erfiillt sind, so sind die Tragheitskrafte, die bei einer be- 
schleunigten Bewegung in der 2- bzw. y-Richtung entstehen, den Kraften gleich, 
die der wirkliche masselos gedachte Korper bei einer beschleunigten Bewegung unter 
der Kinwirkung der umgebenden Flissigkeit erfahrt. Diese Krafte sind also als Zusatz- 


8G. J. Taylor: The energy of a body moving in an infinite fluid, with an application to 
airships. Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 120, 13 (1928). 
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krafte zu verstehen, um die der durch die Eigenmasse hervorgerufene Tragheits- 
widerstand zu vergréRern ist. Die Koeffizienten &, und k,, die von der Form des 
Kérpers abhangen, kénnen daher auch als Tragheitskoeffizienten der Ersatzmasse oV 
fiir die beiden Bewegungskomponenten bezeichnet werden. Ebenso ergibt sich das 
Moment in der Form 


Mm’ =o U |i (cos 6 F, + sin 6 cos y F,) [— sin y (7 sin 6 + x cos 6) e, + 
n dy dx 
cos 6 


+ cos p (% cos 6 + 7 sin 6) e3] 


d di 
und daraus Mu, =M’=0, 


M, =xo Using | F, (x +n tg d)ndx = +x 0 U sing \ Fyn (da? + dr?) = 


= 5x0 U sin B\ Fyn de®. (28) 


Das Beschleunigungsmoment hangt, wie man sieht, nur von der Querstrémung ab 
und verschwindet bei Rotationskérpern, die in bezug auf eine Aquatorebene symmetrisch 
sind. Nennt man # den Tragheitshalbmesser des Kérpers von der Massendichte Eins 
in bezug auf die durch den Schwerpunkt gehende z-Achse, so ist das Trigheitsmoment 


B= ee 
und man kann dann setzen eal 
= | FF, dr? i 
2 ll 
V RR? eh 
und fiir das Moment \s 
iM = (=) sin pb k’ 0, (29) 


oS ee hat dabei die Bedeutung einer Winkelbeschleunigung und k’ © baw. 


o k’ @ ist das virtuelle Tragheitsmoment des Rotationskérpers bei der Drehung infolge 
beschleunigter Translation. Fir symmetrische Korper wird k’ = 0. 

Da die Auswertung der gegebenen Integrale keine wesentliche Schwierigkeit 
bietet, bleibt nur noch die wichtige Aufgabe zu losen, die Quellfunktion F, und die 
zugeordnete Dipolfunktion Ff, fiir spezielle Falle zu finden. Zur Vorbereitung dieser 
Aufgabe soll zunichst das Beispiel des Rotationsellipsoids vom Standpunkt der 
Quellsenkenmethode entwickelt werden. 


5. Aufbau der Potentialstromung um ein Ellipsoid aus einem System von Quellen und 
Dipolen. 


a) Um die entwickelten Formeln zu priifen und die Behandlung weiterer Sonderfalle 
vorzubereiten, soll zunichst das Beispiel des Rotationsellipsoids nach der Quellsenken- 
methode entwickelt werden. Wir gehen aus von einer von x = 0 bis w« = ¢ reichen- 
den Streckenquelle mit linear zunehmender Starke und einer entsprechenden symme- 
trisch gelegenen, also von x = 0 bis x = —c¢ 
reichenden Streckensenke, deren negative 
Ergiebigkeit demselben Lineargesetz folgt. Ich 
werde dieses System kurz als symmetrische, 
keilformige Quellsenke oder als Keilquelle 
(oder Quellkeil) mit Keilsenke (Senkenkeil) 
bezeichnen (Abb. 3). Das diesem System zu- 
geordnete Potential hat dann folgende Form: 

+e | 
QD, — — — U cos p | ae , (30) Abb. 3. Erzeugende Quell- und Dipolvertei- 
—e lung beim Ellipsoid. 


| Dpolvertetling 


LEE PEE J 
t Cc 


Omnis 
{HUQUONDNDNENORNONDNOODUeESHDECCo= 
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wo r= |/(x— a)? + 7? zu setzen ist. Wenn wir den Winkel zwischen der «#-Achse 
und dem in der Meridianebene gelegenen Fahrstrahl von der Linge r und einem Punkt 
der Quellstrecke nach dem Aufpunkt mit # bezeichnen, so geht mit 


dd : 
co=ax—-netgh, da= ee 7 =rsin ? 


das Integral tiber in 


2 
®,=— — <_U cos B | = aaugee ay 
(31) 
1 — cos 8 Hip Sie 
=~ $5 UV cos [5 Is [oso e anh, 


wo die Grenzen 1 und 2 sich auf die Endpunkte «= +c der Quellsenkenstrecke 
beziehen. Fiihren wir jetzt Ellipsoidfunktionen, das heiBt die Quotienten der Summe 
bzw. Differenz der Radienvektoren nach den Punkten + ¢ und der Streckenlainge 2c 
ein, setzen also 


mn+Tr 1— Tr 
soe Sy =e CSL SD, 


so haben wir z. B. 


m=ce(Ct+u); r=c(C—4p); (32) 
n= oly; n=cV(@—)0—#) 
Damit erhalten wir aber 
n ia yt : 1 —cos 8 ste C¢+1 
lame" —n=—2em; fete eee|— eas 


und die nach Abspaltung des Faktors U cos 6 aus dem Potential abgeleitete Quell- 
funktion F, hat die Form 


' 1 
Hijed side E Clg 4 —1|.. (33) 
Die zugehorige Stromfunktion WY, die mit ® durch die beiden tan eee 
ow a® ow 
ou a. Ole 1) at > ‘Ota Cc ome cel 1) oa (34) 
zusammenhingt, berechnet sich zu 
1 & 1 6 ve 
Die zugehorige Stromfunktion der Relativstromung erhélt dann die Form 
W' = — + U cos pip + W. (36) 


aus der man ohne weiteres feststellt, daB zu jeder Meridianebene die singulire Strom- 
linie 
A C 1 ¢+1 
Pals Steam 
also eine Ellipse gehort. Wenn man die Ellipse durch den Wert ¢ = ¢, festlegt, so 
ergibt sich daraus die Konstante A: 


ls, 


c 5 
Co 1 Gé+1° 
Etna. 2pme, at 


A= 


(37) 


Das Formelsystem gibt also in der Tat die Langsstrémung in der Umgebung eines 
Ellipsoids, das sich mit der Geschwindigkeit U cos 8 in der x-Richtung bewegt. 
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Dasselbe ergibt sich aus den Geschwindigkeiten, die sich aus dem Potential durch 
Ableitung und Benutzung der Umrechnungsformeln 


ae _ w(t—)). a _ $V @—1) 1 —p*) 
ax c (C2 — 2) ” Din Clee —~ 4) : 
” bu (38) 
om _ §(1—p?*) . oe — ew V8 — 1) 1 — pe) 
Ox c (C2? — p?) ’ an c (C2 — p?) > | 
bestimmen lassen. Man erhilt z. B. fiir die Relativgeschwindigkeiten 
On! ery Apu pee. : 
U cos B Op GV aad (F482) 
ne) or fod 
Cough ae slate —Flg 71 
Benutzt man den Wert A, so gibt das Verhaltnis der Geschwindigkeiten an der Ober- 
flache 
age Ey 
ie eae (! 1— is 


den richtigen Wert fiir den tg des Tangentenwinkels. 


b) Entsprechend kann die Querstrémung aus einer parabolischen Dipolverteilung 
von der Verteilungsfunktion c? — o? abgeleitet werden (Abb. 3). Man erhalt zunachst 


ee ae (39) 


r2 


Des — = Usin B cosy 


Fiihrt man wieder als Integrationsvariable den Winkel # ein und benutzt das Integral 


cos? bd ad (exe 1 —cos 6 
sin } =\ay—|snodo=s te ig. con a i; COB Y, 
so entsteht die Potentialfunktion 
: ig ore 1 
©, = — BU sin cosy V(F— N01 —/) az — ye 71, 
also 
c C+ 1 
F,=— BV@—-)0-) |e —-7 ey} (40) 
In der Meridianebene y = 0 haben wir die Relativgeschwindigkeiten 
ve so, 2B wV(C—1) 1 — 4?) 
U sin B Ox CE ee eae kG — fi") 
ty — OF B c a Cale) = 
cae Ge a yin. oe +23 @—Hne—pw 2 


Die Forderung, da8 das Verhaltnis v,':v,’ dem tg 6 der Meridianellipse gleich sein 


soll, fiihrt auf die Gleichung 

B= ae (41) 
oe +— lg Oe ie 
Co (Co" =e Cg 1 


An Stelle von ¢, kann man auch die Exzentrizitat = e= = der Schnittellipse 


einfiihren. Das eingefiihrte Dipolsystem liefert also in der Tat die Querstrémung 
um das Rotationsellipsoid. Damit sind alle maBgebenden Alaa ane orticks fiir die 


schiefgerichtete Bewegung des Ellipsoids ¢ =¢, (von der Exzentrizitat + und der 
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Brennweite 2 c) festgestellt und wir wollen jetzt zur Auswertung des Integralausdruckes 
fiir das Moment M, iibergehen, die sich im Falle des Ellipsoids besonders einfach 
gestaltet. 


6. Auswertung des Momentenintegrals fiir den Fall des Ellipsoids. 


Wenn wir die im vorigen Abschnitt abgeleiteten Funktionen 


rectal obi otal 


Ss 1 €+1 
F,=— ByV(@— 1) (a 2) a oa 5 Ig a 
benutzen, so ergibt sich, da ¢ auf dem .Ellipsoid konstant bleibt, 
wiek +1 
J,=2| 0 Pidy=—Ae\ |p eles 1 — Deda —p’, 
4 il ¢j+1 
=4 ete —1)|5 ole 22> —11. 


Setzt man den Wert von A ein, multipliziert mit x und dividiert mit dem Volumen, 
das in den Ellipsoidkoordinaten durch den Ausdruck 


Van\ ode =e | (C8—1)(1— yA) Cdu = 5 28 Ly (Co — 1) 


gegeben ist, so ergibt sich der richtige Wert von k, in der Form 


Lig tett oe ae 

| es 2 cane fo ro 2 l—e = 

ae age er g Pee (42) 
OES PES eee [ete eae 


Ebenso wird das von F, abhangige Integral 


ee Nd—#) ei y— sla a] oa = 


4 is 1 Cot! 
=F Bo — Vi aty— ze esa, 
Mit Einsetzung des Wertes von B und Benutzung von (35) ergibt sich 
tb — 5 bo (Cet — lg ge e— 5 (le) ig 7+ 
ky = Le ea hs 1 ice (43) 
269" +5 SoCo — I) lg ee 1) el eee 
2 ee | 2 


—e 
Wenn die Exzentrizitat klein ist, also das Achsenverhaltnis in der Nahe von Eins 
liegt, so hat man fiir k, und k, folgende Naherungsdarstellung: 


ga(ltger pet. 
3 5 7 1 3 
=| Tee Brier eh +...) 
i 3 (44) 
3 eet aS 
elit zetgre+.. 
ky = 


- 
3 1 3 
i 1 ~ (1 | et: 
5° at : ” 

Fir e = 0 oder a = 6, das heift fiir die Kugel wird k, = k, = 0.5, also k, — k, = 0, 


so dafi das Moment verschwindet, wie aus Symmetriegriinden vorauszusehen war 
(vgl. Abb. 4). 
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Wenn e wiachst, so nimmt k, ab, wihrend k, zunimmt. Fir ein kleines Achsen- 


verhaltnis « = @? wenn sich also e der Eins nahert, kann man angenahert setzen: 


c 1 
see — Pca 2. 2 ae 2 
a e V1 é 1 py oas (es ik ens 


Benutzt man die Naherungsformel 


so hat man 


(45) 
Abb. 4. Tragheitskoeffizienten des Ellipsoids in Abhangigkeit vom Achsenverhaltnis. 
Die Koeffizientendifferenz wird daher angenahert 
3 4 2 
lipe Miy bees eo gre 1a en. (46) 


Im Grenzfall «= 0, das heift fiir ein langgestrecktes Rotationsellipsoid wird 
k, —k,=1. Das Moment nahert sich daher dem Grenzwert 


(lim M,),.9-= — > @ Utsin 2p V, (47) 


der als erste Anniherung benutzt werden kann14-1*, 


14 H. Bateman: The inertia coefficients of an ellipsoid. Nat. Advis. Comm. aeron. Rep. 


: 1923). A 
a aa 5 eae Hydrodynamical inertia coefficients. Philos. Mag. (7), 9, 161—183 (1930). 


16 T,, B. Tuckermann: Inertia factors of ellipsoids for use in airships design. Nat. Advisory 
Comm. Aeron. Rep. No. 210 (1925). 
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7. Zusammenhang mit den Geschwindigkeiten. 


Es l&Bt sich zeigen, daB die Koeffizienten k, und &, im Falle des Ellipsoids eine 
sehr einfache Deutung zulassen, auf die ich an anderer Stelle bei Betrachtung un- 
symmetrischer Rotationskérper zuriickkommen werde. Bezeichnet man zur Abkiirzung 
. die Geschwindigkeiten der Langs- und Querbewegung mit v, und v,, so ergibt sich 
z. B. fiir die Achsialgeschwindigkeit in einem Punkte ¢ mit Hilfe der Formel (32) 


Og ns OE Caf) 7) ati! AOE ES eet a Cal 
Oe oh Pi — AS) (tig ey 1) + Cc (a4 3 Eq C2 — 2" 


Der Absolutwert dieses Verhaltnisses geht mit € =), u = 0 tiber in 


il A 1 1 
4 (5 ile ee 


oy Pale mty = OG Cfj—1 


stimmt also mit dem Wert des Koeffizienten k, tiberein. Ebenso la4Bt sich zeigen, 
daB k, aufgefaBt werden kann als Verhaltnis 


+ Wy =| 
Vy ear an 


=k 
(geile G 
pao 


der gréBten Geschwindigkeit zur Bewegungsgeschwindigkeit v9. 


Die beiden Tragheitskoeffizienten k, und k, stellen also die Faktoren dar, mit 
denen man die Geschwindigkeiten v, und v, der Lings- bzw. Querbewegung multi- 
plizieren muB, um die gréBten Werte der Achsialgeschwindigkeiten in den Aquator- 
punkten bzw. der Quergeschwindigkeiten in den Polen oder Scheitelpunkten 
(u = + 1) des Ellipsoids zu erhalten. Die entsprechenden Maximalwerte der Relativ- 
geschwindigkeiten bei der Langs-- bzw. Querstromung werden daher 


amas = 0, (1 + ky); ly ae = v,(1 + ky). 


8. Schlu8bemerkung. 


Fir die Behandlung anderer rotationssymmetrischer Formen, die vom Ellipsoid 
nicht allzu stark abweichen, empfiehlt es sich, Ellipsoidkoordinaten zu verwenden 
und dabei die Basis 2¢ der Quellbelegung zugrunde zu legen!’. Fiir viele Formen ergibt 
sich dann, wie an anderer Stelle gezeigt werden soll, eine wesentliche Vereinfachung 
der Rechnung, die z. B. darin besteht, dafS quadratische Gleichungen durch lineare 
oder einfache rationale Beziehungen ersetzt werden. Durch Anbringung zusitzlicher 
Quell- und Dipolelemente, etwa im Endpunkt der Strecke, kann man z. B. das 
Vorderende nach bestimmten Gesichtspunkten abandern und die Abweichung der 
Kraftwirkung gegeniiber dem Falle des Ellipsoids feststellen. Bei dieser vom Ellipsoid 
ausgehenden systematischen Behandlung werden auch die Schwierigkeiten fiir die 
Auffindung der zu einer Form gehérigen Querstrémung wesentlich herabgemindert. 
Weiter muf angestrebt werden, nicht nur spezielle Falle durchzurechnen, sondern 
auch allgemeine Gesetze tiber die Abhangigkeit des Momentes von der Form des Korpers 
zu finden, derart, daB es méglich wird, die Wirkung bestimmter, durch die Praxis 
vorgeschriebener Formgebung vorauszusagen. 


“7 Vgl. die inzwischen erschienenen Arbeiten des Verf. zur Liings- und Querbewegung eines 
Rotationskérpers. Ing. Archiv 19 (1951), S. 282; 20 (1952), S. 57. 


(Hingegangen am 19. Februar 1954.) 
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Das Anlaufen einer Schubdiise mit vorgeschaltetem Rohr. 
Von H. Parkus, East Lansing, Mich., USA. 


Zusammenfassung. Eine Laval-Diise mit vorgeschaltetem Rohr wird plétzlich an eine Brenn- 
kammer angeschlossen, die eine konstante Gasmenge je Zeiteinheit liefert. Die Anfangs- 
temperatur der Diise und des Rohres ist gleich der Umgebungstemperatur. Schubverlauf an der 
Diise und Temperaturverlauf im Rohr in Abhangigkeit von der Zeit werden berechnet. 


Summary. A Laval nozzle is suddenly connected to a combustion chamber by means of 
an extension tube. The chamber generates a constant mass flow of gas. Initial temperature of 
nozzle and tube are equal to the ambient temperature. Thrust at the nozzle and temperature 
distribution along the tube are calculated as functions of time. 


Résumé. Une tuyére Laval & tube en amont est brusquement jointe 4 une chambre de 
combustion, fournissant une quantité constante de gaz par unité de temps. La température 
initiale de la tuyére et du tube est la méme que celle de ambiance. L’auteur calcule l’évolution 
de la poussée de la tuyére et la distribution des températures le long du tube en fonction du temps. 


Hiner Laval-Diise sei ein nach auSen vollkommen warmeisoliertes, diinnwandiges 
Rohr mit konstantem Querschnitt F und der Lange L vorgeschaltet. Diise und Rohr 
haben die Temperatur 7’, der Umgebung. Zur Zeit ¢ = 0 wird das Rohr an eine 
Brennkammer angeschlossen, die pro Zeiteinheit eine konstante Gasmenge G@ mit 
konstanter Temperatur 6 liefert. Der Anfangsdruck in der Brennkammer ist gleich 
dem AuSendruck p,. Es soll der von der Diise gelieferte Schub in Abhangigkeit von 
der Zeit berechnet werden. Das vorliegende Problem tritt beim Feuern einer Schub- 
rakete mit Verlingerungsrohr auf?. 

Die den Schub entscheidend beeinflussende GroBe ist die Gastemperatur am 
Diiseneingang, das ist am Rohrende. Der Gasstrom gibt zunachst Warme an das 
Rohr ab und erst bis dieses vollig aufgeheizt ist, wird der volle Schub erreicht. 
Gleichzeitig steigen auch die Driicke bis zu ihren Endwerten an. 

Wird eine Koordinate x in Richtung der Rohrachse eingefiihrt, 0 < « <L, so 
sei 7’ die absolute Gastemperatur und 7'z die absolute Rohrwandtemperatur an der 
Stelle «. Das Rohr sei geniigend ditinn, um den radialen Temperaturgradienten in 
der Wand vernachlissigen zu k6nnen. Die vom Gas an das Rohr abgegebene Warme- 
menge ist, pro Zeiteinheit und pro Einheit der Rohrlange, 

Q=Dah(T — Tp), 
wobei D den Rohrinnendurchmesser und fh die Warmeiibergangszahl bedeuten. Dieser 
Warmeverlust verringert die Gastemperatur gemaB 
1 w dw 
—Q=90F (a Bei ee 
o ist die Gasdichte, g die Erdbeschleunigung und c, die spezifische Warme des Gases 
bei konstantem Druck. w ist die Gasgeschwindigkeit im Rohr, die gentigend weit 
unterhalb der Schallgeschwindigkeit liegen mu8, um ,,choking‘’ durch die Wand- 
reibung zu vermeiden. 

Der zweite Term auf der rechten Seite der Gleichung ist klein und kann ver- 

nachlassigt werden. Mit 


dD Cai ee 


Ge a ee 


ergibt dann das Warmegleichgewicht 


oT oT 
—9 oF e,(4 + wG,)= Dah (T — Tr). (1) 


1 Man vergleiche hierzu die Druckschriften der megles Helicopter Co., White Plains, N. Y. 
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Die auf das Rohr iibertragene Warmemenge erhdht dessen Temperatur gemaB der 
Gleichung 


oT 
Dahl =?) (ee (2) 


¢ ist die spezifische Warme des Rohrwerkstoffes und Gz das Rohrgewicht pro Langen- 
einheit. Die Warmeleitung innerhalb der Rohrwandung in Richtung der Rohrachse, 
die sehr langsam vor sich geht, ist hierbei vernachlassigt. 


Zu den zwei Differentialgleichungen (1) und (2) fiir die beiden Funktionen T (x, ¢) 
und 7'p (x,t) gehéren die Anfangsbedingung 
T=—Trp=—T, zur Zeit ¢ <0, fiir alle Werte von x (3) 
sowie die Randbedingung | 
JU== 0 in ge= 0, tur alle iG. (4) 
Hierbei wurden die Temperaturen des Gases in der Brennkammer und am Rohreingang 
wegen der verhaltnismaBig geringen Strémungsgeschwindigkeit einander gleichgesetzt. 


Zur Losung werde die (einseitige) Laplace-Transformation auf die Gl. (1) bis (4) 
angewendet. Bezeichnen 71 (x, p) und tr (#,p) die Unterfunktionen zu den Funk- 
tionen 7' (x,t) — T, und Tz (x,t) — T,, und werden die Abkiirzungen 

gel 6) =a) (Dah py eG = ¥ (5) 


eingefiihrt, so erhilt man unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung (3) im 
Unterraum 


OTR 
— HPt — OG mcr (6) 
B(t —tr) =y Ptr. 

Hierbei wurde die Warmeiibergangszahl konstant angenommen, was, wie numerische 
Rechnungen zeigen, mit geniigender Genauigkeit zutrifft. AuBerdem wurde, um das 
Problem zu linearisieren, der Koeffizient des Gliedes 07'/ét naherungsweise konstant 
gesetzt. Dies bewirkt, wie man auch den Gl. (11) und (12) entnehmen kann, eine 
gewisse Verzerrung der Temperaturverteilung in ihrer Abhangigkeit von x und ¢, 
die aber praktisch véllig bedeutungslos ist, da die GroBe w/w fiir alle in Frage kommen- 
den Rohrlangen auferordentlich klein ist und gegentiber ¢ (abgesehen vom Zeitpunkt 
unmittelbar nach dem Anschalten an die Brennkammer) vernachlassigt werden kann. 


Die Lésung der Gl. (6) kann in der Form 


6— T 
US p = er TR=Yy (p) ee, (7) 


angesetzt werden, welche bereits die Randbedingung (4) erfiillt. Einsetzen in die 
Gl. (6) ergibt die zwei simultanen Gleichungen 


6— T 
(B + 0p + ow x)—=2— py=0, 
peti (8) 
fir die Funktion y (p). Die Systemdeterminante mu8 verschwinden. Dies liefert 
a p Pep rial 
ar ce a eae) pa aes: (9) 
sowie aus einer der beiden Gl. (8) 
(8 — Ty) 


y (p) = (10) 


pip +p) 
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Um die Loésung (7) in den Oberraum zu transformieren, beachte man, daB 
a 


perra(14 Sleeper (i+ S)o("'20v70)) 


Man erhalt somit 


PoP, £10 nycrivele—et—2)1,(2a]/ =a) +| 
a: 
+H | a1 (20) Bip) af..0e 2 4 abti11) 
tele bt | 


a is -" —B aley G poreiees ee. Vy xe 
Tr=T,+(0—T,) ue? \¢ 1,(26/ 2% ar... t2F, is 


0) 
Dae a hia | 


I, ist die modifizierte Bessel-Funktion: Man sieht, daB die Geschwindigkeit im 
Rahmen der getroffenen Annahmen nur in der Verbindung ¢ — z/w auftritt, so daB 
eine Geschwindigkeitsinderung nur das sehr kurze und praktisch vollig bedeutungs- 
lose Zeitintervall andert, welches der Gasstrom benétigt, um nach dem Anschalten 
der Brennkammer vom Rohreingang bis zur Stelle x zu gelangen. 

Am Rohreingang x = 0 liefert Formel (12) fiir die Rohrtemperatur 

Tp 0. (Te bye #! . £20. (13) 

Nach geniigend langer Zeit, ¢ —> co, erreichen sowohl Gasstrom wie Rohrwand 
tiberall die Temperatur 6. 

Die im Rohr auftretenden Temperaturen sind sehr hoch und gehen bis an die 
Grenze dessen, was der Werkstoff ertragen kann. Untersuchungen tiber die Warme- 
iibergangszahlen bei derart hohen Temperaturen wurden von Humble, Lowdermilk 
und Desmon? durchgefiihrt. Sie zeigen, daB sich die Warmetibergangszahlen h im 
turbulenten Bereiche in verhailtnismaBig einfacher Weise berechnen lassen, wenn 
, modifizierte‘‘ Nusseltsche und Reynoldssche Kennzahlen benititzt werden® gema 

NUmoa ae fe Remoa z= tee, 
wobei 4,, 0, und mw, die Warmeleitfahigkeit, die Dichte und die Zahigkeit des Gases 
bei Rohrwandtemperatur 7'p bedeuten. Die Warmeiibergangszahl fA folgt dann aus 


NUmoa =K (ie aay aes 


wo K eine gegebene Konstante ist. Der gleichfalls auftretende Faktor (Prandtlsche 
Kennzahl)°4 wurde dabei naherungsweise gleich eins gesetzt. 

Unter Beniitzung der Gasgleichung p w = G’ RT, wo RF die Gaskonstante, p den 
absoluten Druck und G’ = G/F das strémende Gasgewicht pro Zeit- und Querschnitts- 


einheit bedeuten, und mit 0, = es ergibt sich dann fiir den vorliegenden Fall 


(Ga) oe 4h ie 
h=K Sa i Tm) (14) 
2 Leroy V. Humble, Warren H. Lowdermilk and Leland G. Desmon: Measurements of 
Average Heat-Transfer and Friction Coefficients for Subsonic Flow of Air in Smooth Tubes at 
High Surface and Fluid Temperatures. N. A.C. A., Rep. 1020, 1951. 
8 Die physikalische Bedeutung dieser GréBen bleibt hierbei allerdings unklar. 
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Warmeleitfahigkeit und Zihigkeit des Gases sind innerhalb gewisser Grenzen unab- 
hangig vom Druck und nur abhangig von der Temperatur. 

Mit am Diiseneingang « = L bekannter Gastemperatur 7’; kann nunmehr der 
Schubverlauf berechnet werden. Man wird sich dabei naiherungsweisé der Formeln 
fiir die stationire Gasstrémung bedienen diirfen, da die zeitlichen Geschwindigkeits- 
anderungen in: der Diise klein sind gegeniiber den értlichen Geschwindigkeits- 
ainderungen. Der Warmeiibergang an die Diisenwandung ist klein gegentiber dem 
Wirmeverlust im- Rohr und wird gleichfalls vernachlassigt. 

Das Druckverhaltnis p,/p, tiberschreitet sehr rasch den kritischen Wert und die 
durch die Diise strOmende Gasmenge ist dann gegeben durch 


uit me Arse M6 2 Fo = 
a) Ve yee 
G=je.(eeq} V pe ae’ 


woraus sich der Druck pz; am Rohrende ergibt zu 


p= O'/2 RT, (15) 
mit den Konstanten 
2 
ber (Eee gar (16) 
Laake a 2 


k ist das Verhaltnis der spezifischen Warmen des Gases und / ist der Diisenquer- 
schnitt an der engsten Stelle. Unter Beniitzung der Gasgleichung folgt aus (15) fiir 
die Mach-Zahl am Diiseneintritt der konstante Wert 


nae 
(Maize (17) 
Der Druckabfall im Rohr gehorcht der Differentialgleichung 


—dp = owdw — dp,. 


Das zweite Glied entspricht der Druckainderung durch Reibung. Mit gow =G’ 
kann die Gleichung zwischen x = L und « integriert werden und gibt 


7 


Di Pig ee (Wry Ww) Ap, (18) 


Ap, ist die Druckaénderung durch Reibung zwischen der Stelle x und dem Rohrende, 
negativ bei der hier vorliegenden Unterschallstromung. 


Wird der Druck p mit Hilfe der Gasgleichung aus Gl. (18) eliminiert, so ergibt 
sich unter Berticksichtigung von Gl. (17) fiir die Mach-Zahl an der Stelle x im Rohr 


1 Ap, Ty ( Ap, \|2 Tr 
— ——_. | =< ig 
2Vk p i[t e(l PL ies an | p(1 PL ) 7 10}, _ 
wobei das Vorzeichen so gewahlt wurde, daB M <1. 
Der Druckabfall durch Reibung ist aus der Gleichung* 


dp, k M®(1 + (k—1)M?] da ; 

poe poner 2 (1 — M2) D (20) 
zu berechnen. c, ist der Reibungsbeiwert, fiir den bei Humble, Lowdermilk und 
Desmon Zahlenwerte zu finden sind. 


Die beiden Gl. (19) und (20) werden am besten iterativ, unter Benititzung eines 
numerischen Verfahrens, gelést. Aus Gl. (18) ist dann, mit 2 = 0, der Druck am 
Rohreingang und damit auch der Druck in der Brennkammer bekannt. 


* Handbook of Supersonic Aerodynamics, Bd. I, Section 4. Washington. 1950. 
> Loc. cit. Anm. 2. 
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Zur Berechnung des Diisenschubes geniigen bereits die Werte 7, gemaB Gl. ( 11) 


mit « = L, und py, gemaB Gl. (15). Bezeichnen w, und p, Geschwindigkeit und Druck 
am Diisenaustritt, so ist der Schub 


G 
S = 7 we — F, (Pe — Pa) (21) 


fF, ist der Diisenendquerschnitt. Die Diise mu8 bei verinderlichem Druckverhalt- 
nis p,/p, arbeiten und gibt p, = p, nur fiir ein bestimmtes, frei-wahlbares Verhiltnis. 
Bei niedrigerem Druckverhiltnis liegt Uberexpansion und bei hoherem Unter- 
expansion vor. 


(EHingegangen am 27. Februar 1954.) 


Beitrage zum Schwingenflugproblem. 
Von A. Préll, Bad Gastein. 
Mit 2 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die Lilienthalsche Beobachtung, da die Widerstandsbeiwerte beim 
Fligelschlag zum Teil erheblich héher sind als die fiir stationire Bewegung bekannten Zahlen, 
wird auf Grund einer stoB-elastischen Auffassung begriindet und durch Beispiele belegt. Nebenbei 
werden auch die Vorziige eines Schlagfliigelantriebes hervorgehoben. Es wird auch gezeigt, daB 
vom aerodynamischen Standpunkte aus gesehen das Schlagfliigelflugzeug wirklich méglich und 

_auch giinstig ist. Die praktische Ausfithrbarkeit scheitert aber zur Zeit in der Hauptsache noch 
an der Schwierigkeit, mit den gegebenen Materialien die groBe Massenbeschleunigung aufnehmen 
zu kénnen und weiter daran, ein passendes Getriebe zu konstruieren, das den raschen motorischen 
Antrieb in den langsamen Fliigelschlag umsetzt. 


Summary. The observation of Lilienthal according to which the resistance coefficients in 
wing-stroke (flapping of wings) is, in part, considerably higher than the coefficients known for 
stationary motions, is proved on basis of a shock-elastic conception, and is backed by examples. 
Furthermore, stress is laid on the advantages of a flapping wing drive. It is also demonstrated 
that from the aero-dynamical angle the flapping wing airplane is really possible, and presents 
a great number of advantages. At the time being these planes cannot yet be built as the building 
materials available are incapable of absorbing the great mass acceleration, and besides as hitherto 
no suitable drive has been designed for converting the high speed of the motor into the low speed 
of the flapping wings. 


Résumé. L’observation de Lilienthal selon laquelle les coefficients de résistance au coup- 
daile, c’est-a-dire 4 ailes battantes, sont en partie beaucoup plus grands que ceux connus par 
rapport au mouvement stationnaire, est prouvée a l’aide d’une théorie a conception choc-élastique 
et démontrée a l’aide d’exemples. En outre, l’auteur fait ressortir les avantages de la commande 
a ailes battantes. I] prouve également que du point de vue aéro-dynamique l’avion a ailes battantes 
est non seulement possible, mais aussi trés avantageux. Pour le moment un avion de ce genre 
ne peut étre construit, vu que les matériaux nous manquent qui seraient capables d’ absorber la 
grande accélération des masses. En outre, il faudrait pouvoir construire une commande 
(mécanisme) capable de transformer la haute vitesse du moteur en la faible vitesse des ailes 
battantes. 


1. Einleitung und Analyse der Lilienthalschen Angaben iiber den Storchflug. 


Das starre Drachenflugzeug in allen seinen Formen und Abarten vom leichten 
Segelflugzeug bis zum schwersten Langstreckenbomber und dem iiberschallschnellen 
Diisenjager blickt auf eine noch nicht 50jaihrige Entwicklungszeit mit ungeahnten 
Erfolgen zuriick, und daneben hat heute auch der Hubschrauber seine Berutfung als 
wichtiges, ja geradezu universelles Verkehrsmittel unter Beweis gestellt. 

Im Gegensatz zur Natur sind aber unsere heutigen Flugzeuge immer starrer ge- 
worden. Kin schneller Diisenjager ist eigentlich iiberhaupt nur ein stromungstechnisch 
bestgeformter starrer Kérper, der jede elastische Anpassung an die Luftstromungen 
(abgesehen von den kleinen starren Steuerflachen) vermissen laBt. Auch die rotierenden 
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Fliigel des Hubschraubers entfernen sich vielleicht noch mehr von dem Vorbild des 
fliegenden Organismus, den uns die Natur gegeben hat. Bei dieser Sachlage ist es 
vielleicht berechtigt, die Gedanken auch einmal auf das Schwingenflugzeug zu 
richten, das zwar im Luftverkehr wohl kaum in Konkurrenz zu den beiden genannten 
Flugzeugarten treten wird, das aber dem Naturvorbild der Luftfahrt am nachsten 
kommt und auferdem manche hochinteressante technische wissenschaftliche Probleme 
aufweist. 

Die aerodynamische Durchrechnung der Kraft- und Leistungsverhaltnisse beim 
Schwingenflug soll dessen grunds&tzliche Méglichkeit priifen und dabei auch Festig- 
keits- und Gewichtsfragen klaren, denn gerade diese letzteren sind die Hauptursache 
fiir den groBen Unterschied zwischen dem natiirlichen Vogelvorbild und technischen 
Gebilden, und gerade hier werden wohl auch die groBten Schwierigkeiten bei der 
technischen Lésung des Problems auftreten. 


Es ist jedenfalls bezeichnend, daB kleine leichte Modelle von Schwingenflugzeugen 
in verschiedener Art ausgefiihrt werden kénnten, die nicht bloB gut geflogen, sondern 
auch vortreffliche Flugeigenschaften gezeigt haben, — daB aber mit wachsender GroBe 
(und damit Gewicht) sehr bald die Grenze der Flugfahigkeit solcher Modelle erreicht 
wurde. Wir finden ja auch bei den Flugtieren die gleiche Erscheinung. Die derzeit 
groBten und schwersten Flugtiere (Riesenpelikan, GroBtrappe) wiegen héchstens 
etwa 15 kg und besitzen Fliigelspannweiten von wenig tiber 2m. Sie zeigen daher 
gegeniiber dem leichtest mdglichen Schwingensegelflugzeug, das wir (theoretisch) 
konstruieren konnten, ein Ma&stabverhaltnis etwa 1:5 und konnen daher auch 
héchstens als Modelle angesehen werden, so da® in dieser Hinsicht auch Kennziffer- 
einfliisse zu beriicksichtigen sein werden, wobei es auch noch nicht geklart ist, 
in welchem Sinne solche Hinfliisse bei beschleunigten Schlagfligelbewegungen sich 
auswirken. 


Bei dieser Sachlage kann man jedenfalls feststellen, daB ein reiner Muskelschwingen- 
flug eines Menschen in ruhiger Luft (der mehr als einen etwas verlingerten Gleit- 
flug darstellt) nicht méglich ist, weil die vorhandene Leistung keineswegs ausreicht. 


Von theoretischen Problemen, die in groBer Zahl auftauchen, soll im nachfolgenden 
nur eine recht spezielle Frage betrachtet werden: 


Wie sind die aerodynamischen Beiwerte des Schwingenflugzeuges zu 
bewerten? Haben wir fiir das vorwartsfliegende Schwingenflugzeug auch die gleichen 
einfachen Beiwerte fiir Auftrieb, Widerstand und Druckpunktlage wie beim Drachen- 
flugzeug mit festen Flachen anzusetzen? Nach Lilienthal, dem wir wohl die ersten 
und auch eingehendsten Beobachtungen und Untersuchungen iiber diesen Gegenstand 
verdanken, ist dies nicht der Fall, sondern es sind zum Teil viel gréBere ,,Schlagkoeffi- 
zienten“ fiir c, und c¢,, einzusetzen, die mit der Vorwiartsgeschwindigkeit abnehmen. 
Dies hat Lilienthal durch Versuche an verschiedenen Schlagflugapparaten einwandfrei 
nachgewiesen. 


Die von Lilienthal beobachtete auffallend starke Erhéhung des Luftwiderstands- 
beiwertes bei Schlagfliigelbewegung (welche ohne Vorwirtsbewegung bis zum 
~ 20fachen von c, des normalen Tragfliigels betragt, bei Vorwartsflug dagegen stark 
mit v abnimmt) lat sich durch reine Tragheitswirkung nicht erklaren. 


Fir die folgenden Betrachtungen werden wir praktischerweise zundchst ein 
Beispiel nachrechnen, und zwar das eines natiirlichen Schwingenflugzeuges, des 
Storches. Dafiir hat uns Lilienthal sehr dankenswerte Daten vom Ruderflug dieses 
groBen Vogels gegeben. Er selbst hat auch eine sehr ausfiihrliche Analyse des Storchen- 
fluges gegeben und dabei die einzelnen Phasen eingehend durchgerechnet. 
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Nach den Angaben von Lilienthal ist fiir den Storch anzunehmen: 


Gewicht des Storches G = 4:0 kg, 

gesamte Fligelfliche # = 0°5 m2, 

nahezu starre Oberarmfliche fF; = 0°14 m2, 
Schlagfliigelflache F,, = 0°36 m2, 

mittlerer Fligelweg s = 0°38 m, 

mittlere Fluggeschwindigkeit v = 10 m/sek, 
Zeitdauer eines Niederschlages t, — 0°3 sek, 
Zeitdauer eines Aufschlages ¢, = 0°2 sek. 


Schon unmittelbare Anwendung der gewoéhnlichen aerodynamischen Auftriebs- 
formel fiir stationiren Flug 
A=G6 =¢,0/20F 
ergibt fiir den Storch bei v = 10 m/sek mit den angegebenen Daten den Wert c, = 1°6, 
also etwa 21/,mal so viel als im normalen Fall c, ~ 0°7. Eine genauere Analyse von 
Auftrieb und Vortrieb des Storchfluges unterstreicht diese Besonderheiten: 


Es gilt fiir den Niederschlag mit dem mittleren Auftriebsbeiwert c, ¥ 


A, a 0/2 Cai Fy (v? = w,") (1, 1) 
und fir den Aufschlag mit c,, 
A, = 9/2 Cao KF, (v* + w,?). (1, la) 


Die resultierende mittlere relative Fligelgeschwindigkeit zur Luft kann mit ge- 
niigender Anniherung in beiden Fallen = |/v? + w? gesetzt werden, wobei die mittleren 
Schlaggeschwindigkeiten 


w= =153 m/sek, wW,=—=19 m/sek 
: by ty 
bedeuten und die Beiwerte c,, und c,, summarisch auch die Schlagfligel- 
einfliisse enthalten. 


Der Impulssatz fiir vertikale Bewegung gilt hier, weil die Masse des Vogels 
als Ganzes wahrend einer Flugperiode (¢, + ¢, = ¢) in gleicher Hohe bleibt, die Beziehung 


— G (ty + te) +F 0/2 (v? + Wm?) (Cart, + Caste) 20. (I,,.2) 

Mit den angegebenen Zahlenwerten und mit der resultierenden Geschwindigkeit 
we + w?2 = 101°7, v? + w.2 = 103°6 finden wir dann 

073 a5 1 0-2e ce: (ies) 

Dirfen wir dann annehmen, daB auch die Schlagfliigelbeiwerte fiir c, in ahnlicher 

Weise mit den Anstellwinkeln wachsen, wie wir das von den gewohnlichen Fligel- 


beiwerten her kennen, so ist hier ein Verhaltnis wth ~ 1:56 (nach Betrachtung der 
a2 


Flugphasen) angemessen und es folgt dann c,, (Niederschlag) = 2°58, c,, (Auf- 
schlag) = 1°65. Dieses Ergebnis 1a8t in Ubereinstimmung mit den Angaben von 
Lilienthal den SchluB zu, daB die Schlagwirkung (und wahrscheinlich auch die be- 
sondere Fliigelform und Verwélbung wahrend des Ruderfluges) zusammengewirkt hat. 

Ahnlich steht es auch mit den Widerstands- (c,-) Werten, die beim Niederschlag 
des Fliigels Vortrieb, also Propulsionskoeffizienten des Schlagfligelpropellers be- 
deuten. Fiir die Rechnung muB8 auch hier ebenso wie oben der Widerstand des starren 
Vogelteiles (Rumpf und Oberarmfliigel) abgezogen werden, wobei wir die Regeln 
fiir gewohnliche Drachenflugzeuge heranziehen wollen. Bei einem Rumpfquerschnitt 
0:01 m? und zugehérigem Widerstandsbeiwert 0°07 (sehr giinstige Form nach Art 
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von Luftschiffkérpern) sowie bei einer inneren Oberarmfliigelfliche F; = 0°14 mit 
Cas = 0,7 und dem induzierten Widerstandsbeiwert (fiir den ganzen Fliigel) 


ae Cad ss 0:72 es ~ 0:023 | 


Uh ieee we be 

erhalten wir bei 10 m/sek den Widerstand dieses halbstarren Fliigelteiles 
102 [7 
W.= 75 (Gor + 0 14 - 0-023] ~ 0°04 kg. 
Der Impulssatz erscheint dann fiir die Vorwartsbewegung in der Form 

(W — Wi) (ty + te) = (Cwr ty + Cwe te) Pr Q/2 (U + Wm’), (1, 4) 
wobei F’, ~ 0°25 m? die auBere Handschwingenfliche und W der gesamte schadliche 
Widerstand des Vogelkérpers ist, der nach Lilienthal beim Storch mit 0°4-kg bei 
10 m/sek Fluggeschwindigkeit bewertet werden kann. Es ist somit W — W,; = 0°36 kg 
und es ist wieder nach dem Impulssatz mit den obigen Zahlenwerten 

0°3 Cy, + O2Cy.~ Ol. 

Wiederum brauchen wir das Verhialtnis der Beiwerte c,,, und C5, wobei der Beiwert 
fiir den Abschlag c,,, negativ und etwa halb so groB wie der positive Vortriebsbei- 


wert ¢,,, anzusetzen ist. 
Ks folgt daraus 


Cwy™~ 0°58, ~— Cweg ~ —~ 0°25. 


Wir bilden die Bilanz fiir den Vortrieb, den Riicktrieb und den Gesamt- 
widerstand mit F, 0/2 (v? + Wy?) ~ 7/4: 


Vortrieb 0°3 sek - 0°53 - 7/4 a= 27 
Riicktrieb 0°2 sek - (— 0°25) - 7/4 = — 0°087 
Gesamtwiderstand 0:5 sek - (— 0°4) = — 02 


zusammen — 0°287 


Somit angenaherter Ausgleich und daher gleichformige Bewegung modglich. 
Der Schub des Fligelpropellers betragt somit beim Niederschlag 


0:53 -F, 0/2 (v? + w,2) ~ 0-9 kg 


und die Arbeit des Storches zur Uberwindung des Gesamtwiderstandes 
04-10 = 4 kgm/sek ~ ae PS. 


2. Der Fliigelschlag als StoBvorgang. 


Kin weiteres lehrreiches Beispiel einer reinen Schlagfliigelbewegung am Ort (ohne 
Vorwartsbewegung) bietet der Versuchsapparat, mit dem Lilienthal durch FuBhebel- 
betétigung von 8m? groBen Schwungflachen bis zu 40 kg Auftriebskrafte erreicht 
hat. An diesem Apparat kann der Schlagflug besonders deutlich beobachtet werden. 

Zunachst rechnet man fiir ihn nach der iiblichen aerodynamischen Widerstands- 
formel b/2 

Q = 2 Cy 0/2 on? | y? ty dy, 
0 
wobei wegen der Achsendrehung der Fliigel statt einer mittleren Schlaggeschwindig- 
keit w,, die Winkelgeschwindigkeit w,, und das Flachentragheitsmoment 
b/2 
| yt dy (fir einen Fliigel) = 
0 


b8 t, 
24 


~ 12 m4 
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eingesetzt wurde. Mit den aus dem Buch von Lilienthal ersichtlichen Daten 6 — 6 m, 
Tiefe tp = 1°33, weiter mit w,,~0°6 und c,) = 1°9 folgt dann 
Q = 1/16- 1:9- 24- 0-62 = 1:02 kg. 

Dieser sehr summarisch und nur fiir stationire Bewegung abgeleitete Wert ist 
groBenordnungsmafkig tiberaus verschieden von dem versuchsmaig gefundenen Wert 
40 kg. Diese einfache Rechnung und der Vergleich mit dem Versuchsergebnis zeigt, 
das hier ein starker, noch unberiicksichtigter Einflu8 des schlagenden Fliigels besteht, 
der aus der normalen aerodynamischen Strémung allein nicht erklirt werden kann. 
In der Tat erreicht die vertikale Bewegung einer Platte in idealer Flissigkeit nur mit 


Hilfe der Kirchhoffschen Annahme von Unstetigkeitsflichen hinter der bewegten 
Platte einen endlichen Widerstandsbeiwert cg, = as = 0°88, der offenbar viel 
zu klein ist (statt etwa 1:9). Viel niher kommt die Theorie der Karmaénschen 
WirbelstraBe, die eine von der Form und den Abmessungen der ebenen (unend- 
lich ausgedehnten) Platte bedingte GrdBe angibt. Aber dies alles gilt fiir statio- 
nare Bewegung der Platte. In unserem Falle handelt es sich um einen in- 
stationdren, offenbar mehr oder weniger stoBweisen Vorgang, den auch schon 
verschiedene Autoren (Betz, Birnbaum, Kiissner und andere) und zwar mit Hilfe 
der entstehenden Wirbel- und ZirkulationsgréBen behandelten. Sie alle finden aber 
naturgema8 nur dann einen Auftrieb, wenn (nach Kutta) auch eine zum Auftrieb 
senkrechte Geschwindigkeit v hinzukommt. Rein senkrechter Schlagauftrieb, der 
zweifellos vorhanden ist (Rittelflug der Vogel, Versuchsapparat von Lilienthal!) 
erfordert zur Klarstellung eine neue Annahme. Es kommt auf eine Art elastischer 
(Kompressions-) Wirkung hinaus, die beim Schlag momentan auftritt und sehr kurze 
Zeit andauert. (Vergleichsweise: die langsame Bewegung eines Kolbens in einer 
Luftpumpe ist fast ohne Kraftwirkung — aber stoBartige schnelle Bewegung erfordert 
wegen der Luftkompression groBe Kraft.) 

Hydrodynamisch aufgefaBt, wiirde es also hier auf eine nicht stationire Bewegung 
nach Art der Karmanschen WirbelstraBe hinauskommen, deren Wirbelgebilde und 
Entwicklung von Birnbaum gezeigt wurde (allerdings im zweidimensionalen Problem 
und mit tiberlagerter Vorwartsbewegung). 

Wenn auch beim Schlagfltigel in freier Luft eher von einer Tragheits-t als von 
einer Kompressionswirkung gesprochen werden kann, so mag doch eine Form fiir 
den Ansatz beniitzt werden, die der Auffassung als stoBelastischer WiderstandQ 


: d 
senkrecht zur Schlagflache und proportional zur Beschleunigung fp = ya ent- 


spricht, also 
Q = (c IBF. (2, 1)? 
Der Faktor J hat die Dimension einer Lange und man kann ihn als eine Art ,,Wirkungs- 
tiefe‘‘ des Schlagvorganges ansehen, also: 
b/2 
d ; d 
Q= (eo) IGP: 2| ytady=2(co)IGeF. (2, 2)3 
1 
Diese Auffassung erscheint auch durch nachstehende Betrachtung gerechtfertigt: 
Die Schlagfliigelwirkung hat nimlich Ahnlichkeit mit den Erscheinungen des Wasser- 


1 Die hydrodynamische Tragheitswirkung (scheinbarer Massenzuwachs) der beschleunigt 
bewegten Platte ist vernachlassigbar klein. 

2 Der Dichtefaktor ¢ hangt von der Elastizitaét der schlagenden Flache ab. Bei harten Flachen 
ist e ~ 1, die Energie des StoBes wird dann ganz von der Luft aufgenommen. Bei nachgiebigen 
Flachen ist « kleiner, aber stets gréBer als 1/, (vgl. Prandtl: Strémungslehre, Bd. V, S. 284/85). 

8 In Gl. (2, 2) ist ¢ der Schwerpunktsabstand eines Fliigels. 


13* 
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stoBes (fester Kérper gegen glatte Wasseroberfliche). Bei der sehr kurzen Zeit dieser 

Vorgiinge treten bei beiden ahnliche DruckerhGhungen und Druckfortpflanzung auf, 

welch letztere sich bei unserem Problem durch die Schallgesch windigkeitc kundgibt. 
In diesem Sinne ist aber 


baer (2, 3) 
mit der (sehr kurzen) ,,Wirkungszeit‘ t, und es folgt die Schlagkraft nach 
Q=(co) te OF wees Fin | 
sowie mit den angegebenen Bezeichnungen* wegen = = oe = a 
Q=(c0)a(z) mee F (2, 5) 


als Hauptformel fiir die Berechnung der StoBkraft. Da dann die ,,Plétzlichkeit® 
des Schlages und damit die erzeugte Schlagbeschleunigung und Kraft offenbar von 
verschiedenen Faktoren abhaingt, vor allem von der Elastizitat des Fliigels sowie 
auch von der Art der Schwingung (entweder harmonisch oder mit andersgearteter, 
also von eventuell hart einsetzender Periode), so werden vor allem diese beiden Momente 
die mehr oder minder starke Entfaltung des Schlagdruckes bestimmen’. 

Nach dieser Theorie dauert also der StoBvorgang nur sehr kurze Zeit t+, und dies 
wiirde auf die Schlagdauer ¢, des Niederschlages zu beziehen sein und einen Auftrieb 


A + ergeben. So aufgefaBt, wiirde tatsichlich eine nur auBerst geringe resultierende 


Auftriebskraft entstehen konnen. Wenn wir aber nach der eben angegebenen Formel 
verschiedene bekannte Beispiele von Schlagfliigeln untersuchen (Tabelle), so zeigt 
sich tiberraschenderweise, dai im Resultat dieser Arbeitshypothese — falls 
wir sie auf den ganzen Fliigelschlag ausdehnen — eine nur geringe Verschiedenheit 
besteht zwischen ganz groBen Beispielen (Lilienthal-Apparat) mit (fF = 8m?) — 
1/45 — und dem Kolibri (F = 4- 10-4) mit 1/26. Diese Zahlen gelten allerdings 
zunachst nur bei Bewegung am Ort ohne Vorwartsgeschwindigkeit, also beim so- 
genannten ,,Rittelflug”. 

Wir dirfen die Arbeitshypothese also wohl annehmen, wenn wir dazu den 


Faktor (« = aus statistischen Ergebnissen von Versuchs- und Naturbeobachtungen 
at 
heranziehen. 


Etwas verwickelter werden die Verhaltnisse beim normalen Vogelflug mit 
der Vorwartsbewegung v. Denn dann nimmt die Sto8wirkung sehr rasch ab; es sieht 
so aus, als wiirde sie durch den Fahrtwind ,,weggespiilt“. Jedenfalls tritt im Fluge 


* Bezeichnungen: Ausschlag y = 9, cos (vt), Schlagzahl n = I1/t, + t, je Sek, Frequenz 
y = n/t, = fur den Niederschlag in der Zeitdauer t, (von + gy bis — go). Winkelgeschwindig- 
keit @ = — wy sin (yt), Maximalwert wy = 2 9 /t;, Winkelbeschleunigung ~~ = pv cos (vy t) = 
@,2 
= 7 cos (vy t), mittlere Schlaggeschwindigkeit im Fligelschwerpunkt w = ¢ o. 
0 
° In der Tabelle wurden fiir das statische Moment des Fliigels bzw. fiir den Schwerpunkts- 
b/2 
abstand ¢€ = 1/F | yt) dy verschiedene Werte angenommen, die nach der Gestalt des Fliigels 


0 
geschatzt werden konnten. Man kann natiirlich eine solche Art der Annahme als ziemlich unsicher 
bemingeln, man médge aber bedenken, daB es sich bei den vielen Variationsméglichkeiten, die 
dem Vogel fiir den Flug zur Verfiigung stehen, doch nur darum handeln kann, ein im ganzen auch 
quantitativ einigermaBen zutreffendes Bild des. Flugvorganges zu erhalten. Die immerhin gute 
Ubereinstimmung der Zahlenwerte in der letzten Spalte der Tabelle fiir die verschiedensten 
Arten von Flugbeispielen rechtfertigt diese Arbeitshypothese. 
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Tabelle. 
a 
Flugkérper | a v= = Po @o Q c= ae (t/t) 
a eee eee ee ee ee ee ee 
Storch | Q? 
G@=4kg P=05m? 0°3 iy ee 8°3 5: b/5=0°38 1/35 
oa ees 4 O73 — O4kg| O/ | ul 
Taube 
G = 0°35 kg 1/12 37°5 | 0°66 | 25 2G=0'7 b/5=0'12 1/29 
F=0:06 m? b=06m | 
Seemdve | 
G = 0°45 kg 1/5°5 | 17°3-| 0-4 7 0-9 b/6==-0°18 | 1/27 
F=015m? 6=Il1:'1lm 
Kolibrié 
= 0°006 kg 1/50 50 16 | 250 00088 b/5=0'016 1/26 
F=4-10-'*m 
b = 0°08 m 
Lilienthals Apparat 1, | 63 | O18 1°12 40 b/4=1°5 | 1/45 
F=8m b=6m | 


A 
g : A 4g 
eae : : 
+f 


Abb. 1. Kolibri beim Schwirrflug. (Aus Stolpe- Abb. 2. Luftwiderstandskraft Q abhangig von 
Zimmer, ,,Der Vogelflug‘‘, Abb. 99.) der Geschwindigkeit v. Y, normaler (aerody- 
namischer) Widerstand, Q, StoBwiderstand. 


die ,,reine Schlagwirkung“ hinter der aerodynamischen Tragkraft zuriick, und wenn 
diese letztere schlieBlich die GréBe des Gewichtes erreicht hat, z. B. im Gleitflug 
oder Segelflug, so haben die Fliigelschlage fast ausschlieBlich den Vortrieb zu leisten 
(eventuell auch das Ansteigen des Vogels zu bewirken). Diese Luftkrafte sind aber 
immer kleiner als beim Riittelflug auf der Stelle. Offenbar auBert sich diese Er- 
scheinung in einer Verringerung der Wirkungszeit t. Die gleiche Wirkung gilt auch 
fiir die Gesamtschlagwirkung (Luftkraft Q) und damit sowohl fiir den Auftrieb A 
wie auch fiir den Vortrieb S (Schlagfliigel, propeller‘). 


Dem Vogel stehen verschiedene Moglichkeiten fiir die Zerlegung (Verteilung) 
von Q in A und S zur Verfiigung: Anderung des Anstellwinkels im ganzen (oder lokal 
veranderlich, Arm- und Handfliigel!), dazu ist auch die Flache in verschiedener Weise 
ausniitzbar. (Fiir den Vortrieb wirken fast nur die Handschwingen, die ebenfalls 
beziiglich GréBe und Wélbung verschieden einstellbar sind.) Wir kénnen auf diese 
iiberaus mannigfaltigen Variationsméglichkeiten nicht eingehen, aber wir werden 
ein im Mittel immerhin zutreffendes Bild von den Verhaltnissen gewinnen, wenn es 


6 Kupetomena macroura. (Abb. 1.) Der Riittel- (,,Schwirr‘-) Flug dieser kleinsten Végel 
erfolgt mit einer schief (unter y) geneigten Luftkraftresultierenden @ = G/cos x, im vorliegenden 
Falle ist 7 ~ 40°. 

7 Schlagkraft Q nur auf Niederschlag bezogen nach Gl. (2, 9). 
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uns noch gelingt, die Geschwindigkeitsabhangigkeit der Schlagkrafte 
einigermafen plausibel anzusetzen. Nach der Abb. 2 ist ersichtlich, da mit wachsen- 
dem v (abgesehen von Anstellwinkeleinwirkungen) die normale (aerodynamische) Luft- 
kraft Q quadratisch anwichst und daf daher die zusitzliche Schlagwirkung, die den Rest 
zum Gesamtgewicht beitrigt, in ahnlicher Weise abfallen muB. Es liegt nahe, hier 
einen einfachen Ansatz ; 

= A Wm, 

Cit eae as (2, 6)§ 


anzugeben [der Ausdruck wird 0 fiir den Flug ohne Fliigelschlag und anderseits wieder 
0 fiir sehr groBe Geschwindigkeit v, wahrend fiir v = 0 der Wert t = 1 fiir den Stand 
(A = 1) herauskommt (Schlagflug am’ Ort)]. ZusammengefaBt ist der Gesamtluft- 
widerstand: 


Q= (ce) Lmeo 6 F ee. (297) 


Ein Beispiel: Beim Storch hatten wir mit den friiher angegebenen Daten im 
Riittelflug® nach der Tabelle den Wert =1/,,, Im Fluge mit @= 10 mie pro 
1 


Sekunde ist der gewodhnliche Auftrieb (c, ~ 0°7 und mit der ganzen Flache F = 0°5 m?) 
A, = 2:°2kg. Der noch verbleibende Gewichtsrest G— A= 18kg mu durch 
den Niederschlag wihrend 0°74 der Periode aufgebracht werden [vgl. dazu Gl. (2, 9) 
unten!]. Das gibt, wenn noch die Vortriebskraft S ~ 0°9 kg beriicksichtigt wird, 


eine im Niederschlag aufzubringende Gesamtluftkraft ~ 2°56 kg und es folgt dann 
(fiir v = 10 m/sek) 

et 2°56 1 

t,  402-83-05-1°85/4 94° 


(Mit Riicksicht darauf, daB beim Vortrieb besonders die Handschwingen arbeiten, 
ist fir ¢ hier b/4 eingesetzt worden.) Bei dem vielleicht moglichen sehr schnellen 
Storchflug v ~ 14 m/sek reicht der ,,normale‘‘ Flachenauftrieb zur Gewichtshebung 
aus. Fir den Vortrieb, der alsdann etwa den doppelten Wert (S ~ 1:2 kg) erreicht, 
muB die Schlagwirkung sorgen. Als wirksame Flache ¢, wird man in diesem Falle 
wohl nur die der Handschwingen mit ~ 0°25 m? einsetzen und ¢ ~ 6/4. Die Rechnung 


fiihrt dann auf a so (Die Schlagzahl pro Sekunde ist dann gréBer, w, ~ 12.) 

Auch wenn man die Zerlegung der Schlagwerte von Q in A und S (etwa nach 
einem naheliegenden einfachsten Ansatz Q cos #, Q sin #) vornimmt, dabei aber die 
Unsicherheit solcher Annahmen in Betracht zieht, so bleibt trotzdem einwandfrei 
die Abnahme der Gesamtluftkraft der Schlagwirkung mit v bestehen. Der einfachste 
Ansatz, der oben gegeben wurde, Gl. (2, 6), (2, 7), paBt sich auch dem Verlauf der 
¢,-Kurven in Abb. 1 gut an. 


§ Offenbar Uberwiegt fiir groBe » der normale Auftrieb immer mehr, und der Schlagauftrieb 
verschwindet (asymptotisch mit v, da er nicht negativ werden kann). Es ist daher ein Ansatz 
Aw 


Oy = A, cos Y = mit einem Erfahrungsfaktor 2 angebracht, den man etwa auch 


Vo + we 
so deuten kann, da jetzt nur mehr eine Komponente A @, cos y fiir die StoBwirkung in Frage 
kommt; statt @) kann man auch die ,,Wirkungszeit‘‘ t verkleinern 
Aw 
= t ———" — 
V ve + We 


mit w,, als Schlaggeschwindigkeit im Druckmittelpunkt der Flache. A ist praktisch ~ 1. 


7 (2, 6) 
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In unserem Beispiel hatten wir dann fiir v = 0 


Et i Wr, 


fh Yerwe 22-7” 
v = 10 m/sek 
ET ] Wm : : 
ROT pwr 88 A ~ 104, 
v = 14 m/sek 
Et 1 Wm : ; 
ao ee ee 08. 


Es mége bemerkt werden, daf in dieser zusammengefaBten Formel (2, 7) freilich 
auch eine Anderung von « (elastisches Verhalten) denkbar ist, ohne daB es méglich 
ware, die einzelnen Faktoren getrennt zu kennzeichnen (soweit dafiir keine Versuche 
vorliegen). 


Alle diese Zahlen beruhen freilich zum Teil auf geschitzten oder wenigstens 
»plausiblen“ Annahmen; sie alle aber erweisen deutlich die starke Verringerung 
von tT mit v. ; 

Wir betrachten zum Schlu8 noch die Beiwerte fir die Gesamtluftkraft Q = 
— \ A? + S? zusammen, wobei wir wieder von der Annahme (2, 6) tiber die Abhangig- 
keit von v Gebrauch machen. Es ist dann 

1. von der aerodynamisch-strémungstechnischen Seite her 


= C1 o/20°F, 
2. von der StoBwirkung 


Q.= (ee) 7 moet Fk 


A Wm 


a ae ee 
VF Wy? 


zusammen ist die Gesamtluftkraft 
Q = Q1 + Qe = Cq 0/2 (v? + W,,”) F. 


Daraus folgt der Beiwert 


v ET A Wm, 
bart Caugaeng © ah ae, OCF Cay By” (2, 8) 
Beim Storchbeispiel erhalt man danach bei v = 10 m/sek und w,, = 4 m/sek 
2 
C=C . by yam 7, = 096g + 0°58 


q1 72 + w,2 (v2 + Wim?) 

und fiir » = 0 (das heiBt fiir den in der Natur nicht realisierbaren Fall, daB8 der 
Storch ,,riittelt“‘) 

Q 


Ca = Gh w, 2 F 


also etwa zwolfmal gr6Ber als c,, normal. 


4 
== 1173, oder auch c, = 181 A 77 11,3, 


Bemerkung: Fiir eingehendere Untersuchungen mii%te noch der Aufschlag 
des Fliigels in seiner Wirkung mit herangezogen werden. Der Schlagauftrieb A, 
beim Fliigelaufschlag wird nach den gleichen Ansitzen wie oben berechnet. Indessen 
ist der Faktor ¢ t/t, wesentlich kleiner wegen der konvexen Gestalt des Fliigels und 
wegen seiner geringeren Steifigkeit in dieser Bewegungsrichtung. Gerade dieser 
Umstand hat sehr starken Einflu8 auf die entstehende Sto&kraft, die sehr viel geringer 
als beim Niederschlag ist und die daher fiir eine erste Ubersicht vernachlassigt werden 
kann. Beim Lilienthal-Apparat sind Ventilklappen in den Fliigeln eingebaut, 
die sich beim Aufschlag 6ffnen und diesen dadurch fast widerstandsfrei machen. 
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Beim Storchbeispiel ist der geringe Auftrieb beim Aufschlag dadurch_ beriick- 
sichtigt worden, daB unter Hinblick auf die Schlagzeiten t, = 0°3 und ft, = 0°2 sek 
zusammengesetzt. wurde: 


: 1 
woraus 


A, = 5°4 kg = ser O- (2, 9) 


3. Kurze Anwendung der Birnbaumschen Theorie auf den Storchenflug. 


Von ganz anderer Art ist eine Berechnung der Schlagfliigelvorgange, wie sie in 
der Arbeit von Birnbaum® niedergelegt ist. Hier wird mit den Mitteln moderner 
Hydrodynamik das ebene Problem des schlagenden Fliigels behandelt. Birnbaum 
hat reine Theorie an die Lésung einer Voraufgabe gesetzt: beim starren, aber elastisch 
beweglichen Fliigel, dynamische Vortriebskrafte und die Bedingungen ihrer Wirkungs- 
weise aufzuzeigen. 

Das flugtechnisch interessante Endergebnis der recht verwickelten Rechnungen 
ist nicht gerade ermutigend: um 26 kg Vortrieb bei 40 m Fluggeschwindigkeit zu er- 
reichen, ist eine Vortriebsleistung von etwa 14 PS erforderlich, und Fliigel von 20 m? 
GréBe und 0°5 Schlagamplitude miissen dazu etwa 40 Schlage in der Minute aus- 
fiihren. Der Vergleich mit einem Drachenflugzeug von gleichem Schraubenzug fallt 
hier ungiinstig aus. Indessen hat Birnbaum dabei einige Annahmen gemacht, die 
das Problem von vornherein ungiinstig beeinflussen. Das ist 1. die zwar elastisch 
aufgehaingte, aber doch in sich starre Flache, und 2. die Annahme, daB die Luft- 
kraftbeiwerte auch bei schlagartiger Bewegung ungeadndert bleiben und nur im Mittel 
verschwindende Schlagauftriebskrafte dazukommen. Die erste Annahme miissen 
wir freilich noch hinnehmen, solange wir nichts Besseres ftir groBe Ausfiihrungen 
konstruieren konnen. Annahme 2 ist aber, wie wir im vorstehenden gezeigt haben, 
bestimmt unrichtig und daher diirfte sich theoretisch das Ergebnis weit besser stellen, 
denn: 

In einiger Annaiherung kann man die Birnbaumschen Rechnungen fiir den not- 
wendigen Vortrieb eines Vogels, z. B. des Storches, verwenden, wenn man 
an Stelle der parallel schwingenden Flache die Bewegung des Druckmittels des um 
die Schlagachse schlagenden Fliigels nimmt. Rechnet man da mit dem Abstand 
¢ = 6/3 und ermittelt nach Birnbaum die Schlagamplitude (dimensionslos) A ~ 1, 
so bekommt man nach seiner Formel fiir die giinstigste Einstellung zwischen Schlag- 
und Drehamplitude den Vortriebskoeffizienten c,. Fir den giinstigsten Fall, da8 
eine um 90° voreilende Drehschwingung zur Schlagbewegung hinzutritt, ist der Vor- 
triebsbeiwert 


(—)ey= 2A? (1 +o+..), (3, 1)20 
in unserem Beispiel ergibt sich damit 
Cy = (—) 01 


und ein mittlerer Vortrieb 
S=¢,0F + 6/2 = ~ 032 ke. 


Diese VortriebsgroBe ist aber viel kleiner als die oben aus Beobachtung und Rechnung 
ermittelte Zahl S ~ 0:9. ( 


9 Z. F. M 1924, 128. 


10 w ist bei Birnbaum = ¥ ty ig 7° 2°0°35 


aoe 5 also hier = 10 =~ (2. 
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Der Wirkungserad eines nach Birnbaum berechneten , storchfliigelvortriebes ‘ 
berechnet sich zu ~ 0°8. Er ist demnach immerhin so hoch, wie er mit einem normalen 
Propeller nur in Ausnahmefiallen erreichbar ware und voraussichtlich bei so kleinen 
Abmessungen und Betriebsverhdltnissen kaum in Frage kame. Umgekehrt freilich 
ist es mit unseren bisherigen mechanischen Hilfsmitteln zur Zeit noch unmoéglich, 
einen kiinstlichen Schlagfliigelmechanismus zu bauen, der diesen hohen Wirkungs- 
grad auch mechanisch giinstig ausniitzen kann. 


Dazu kommen aber noch die Massenwirkungen. Beim Storch betragt die 
gréBte Beschleunigung unter Annahme eines einfachen Sinusgesetzes fiir die Schlag- 
bewegung 32 m/sek.’ und die gréBte Massenkraft des leicht und weich gebauten Fliigels 
wird kaum 8 kg pro m? iibersteigen. 


Die gréBte Massenkraft des leicht und weich gebauten Fliigels sowie auch das 
groBte Biegungsmoment wird hier beim Vogel noch leicht tibernommen. Bei einer 
groBen Ausfithrung (5:1) wiirden aber die Beschleunigungen etwa in gleichem MaBe 
wie die Geschwindigkeiten, also wie |/5:1 anwachsen, die Beschleunigungskriifte 
(Massenkrafte) wie 5°°:1— 280:1 und schlieBlich die Biegungsmomente sogar 
wie 54°: 1~ 1406:1. Bei ahnlicher Art des Traggeriistes, dessen Widerstands- 
momente aber im Verhaltnis 125: 1 modellmafig gréBer geworden sind, errechnen 


sich daher schon Spannungen, die 11- bis 12fachen Wert gegeniiber dem Modell 
erreichen konnen. 


Wenn auch diese Uberlegung wiederum nur eine Schitzung darstellt, so ist sie 
sicherlich nicht zu ungiinstig aufgestellt, denn unsere Baumaterialien entbehren vor- 
laufig noch der Weichheit und Leichtigkeit, mit der sich der Vogelfliigel den Luft- 
und Massenkraften anschmiegt. Die erste Forderung, die daher als Vorbedingung fiir 
die Moglichkeit eines groBen Schlagfligelflugzeuges aufzustellen ist, lautet wieder: 
Entwicklung brauchbarer weicher und schmiegsamer Fligelbau- 
elemente! Da diese daneben noch manche andere Eigenschaften aufweisen sollten, 
die den Vogelfliigel auszeichnen (Elastizitat und in gewissem Grade Durchlassigkeit), 
sei nur nebenbei erwahnt. 


Fruhere theoretische Arbeiten. 


Lilienthal (Der Vogelflug): Erkenntnis der SchlagvergroBerung. Versuchsapparate, Flug- 
analyse bei diesen und bei verschiedenen Végeln, insbesondere beim Storch. 


Stolpe-Zimmer (Der Vogelflug): Eingehende physiologische Beschreibung und Analyse 
von Végeln, flugmechanische Betrachtung des Fluges (vom Standpunkt Lilienthals). 


V. Machow: Kritische Beleuchtung verschiedener Arbeiten tiber den Vogelflug. Die Rolle 
der Schwerkraft als wichtigste Voraussetzung seiner Theorie. 


Lippisch (aus ,,Der Biologe 1940, H. 5): Statistisch erganzte emfache Theorie (von der 
Flugmechanik her aufgezogen). Diagramme, Mittelwerte und allgemeine gut brauchbare 
Folgerungen. 


Birnbaum (Z. f. Flugtechnik u. Motorluftschiffahrt 1924): Wirbeltheorie als Grundlage der 
Schlagfliigelbewegung. Zweidimensionale Betrachtungsweise eines gedachten Schlagapparates, 
wobei von vornherein mit einer Fluggeschwindigkeit > 0 gerechnet wird. Fragen des Riittel- 
fluges (v = 0, also auch die Versuche mit dem Lilienthal-Apparat) kénnen mit dieser Theorie 
nicht erfaBt werden. Eingehende Betrachtung der wichtigen Frage des Fligelflatterns. Vgl. auch 
ZAMM 1924. 


Verschiedene Autoren: Kiissner, Blenck und Liebers sowie H. Drescher und 
W. Kaufmann beschaftigen sich ebenfalls mit der Anwendung der Wirbeltheorie auf den schlagen- 
den Fliigel, allerdings mehr im Hinblick auf elastische Fragen (Flugelflattern). 


(Hingegangen am 5. Marz 1954.) 
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Measurements on the Damping of Flexural Vibrations 
in Rods Immersed in Liquids. 


By E. G. Richardson and R. I. Tait 
(King’s College, Newcastle upon Tyne, England). 
Mit 1 Textabbildung. 


Summary. The decrement of vibrating rods of circular section and of flat reeds due to 
damping by a liquid’ ambient medium is measured, using both the Q method and a measurement 
of the rate of decay. The effects of the form of clamping and the shape of the vibrator are 
studied. It appears that the decrement in the frequency range up to 600c./s. in a liquid is 
proportional to its shear viscosity and is not related to the ultrasonic absorption in the same 
liquid. ; 

Zusammenfassung. Das Dekrement, das an oszillierenden Stangen kreisrunden Querschnittes 
und an flachen Zungen auftritt, wenn deren Schwingungen durch eine Flissigkeit abgedampft 
werden, wird untersucht, wobei sowohl die Q-Methode als auch die Methode der Messung der 
Abklingungsgeschwindigkeit angewendet wird. Die Wirkung der Klemmart und die Form des 
Vibrators werden studiert. Es ergibt sich, daB das Dekrement im Frequenzbereich bis zu 
6000 c/s in einer Flissigkeit der Schubviskositét proportional ist und keinen Zusammenhang 
mit der Ultraschallabsorption in der gleichen Flissigkeit aufweist. 


Résumé. L’auteur mesure le décrément des vibrations, dG & l’amortissement dans une 
ambiance liquide, de barre a section circulaire et de lames, en se servant de la méthode «Q», 
ainsi que de la méthode de la vitesse de freinage. I] étudie leffet du mode de serrage et de la 
forme du vibrateur. Il en résulte que le décrément dans la bande des fréquences jusqu’é 6000 c/s 
dans un liquide est proportionnel & la viscosité au cisaillement et n’a rien & faire avec l’absorption 
ultrasomique dans le méme liquide. 


The decrement of a stretched string vibrating in a liquid was a problem that 
interested H. Martin! thirty years ago. We have revived it in the form of the 
vibrating rod vibrating in a liquid, because it offers a possibility of comparing the 
rate of attenuation of waves in liquids, in particular to see whether such attenuation 
follows at lower frequencies the observed abnormal high-frequency absorption of 
sound in certain liquids, or is correlated with the ordinary shear viscosity in the 
same liquids. / 


In any measurements on the decrement of vibrating bodies, there are three main 
damping components to distinguish. 


(1) The internal damping, the predominant cause of which is the internal 
friction in the rod material. 

(II) The frictional damping, due to the interaction of the rod surface with 
the surrounding medium and so determined by the viscosity of the medium. 

(III) Radiation damping due to the dissipation of energy in the form of radiated 
sound waves. The main factors here are the rod dimensions compared with the 
sound wavelength A and the acoustic impedance oc of the medium. 


In practice an additional damping term occurs due to dissipation of energy through 
the supports. 


The decrement as measured in any experimental apparatus is usually the sum 
of these four effects but the experiment can be devised so as to eliminate or reduce 
particular terms. In this work attention was given entirely to frictional damping. 
The apparatus was therefore designed so that radiation damping played a negligible 
part; support losses and losses due to internal friction were allowed for, and thus 
the decrement due to frictional effects alone could be derived. 


1H. Martin: Ann. Physik 77, 627 (1925). 
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Theory. 


The theory of friction damping was first given by Kirchhoff? and later by 
J. Klemencic®. K. Voelz# arrives at the same formula by a different and shorter 
method. 
The logarithmic decrement 6 for a cylindrical rod in flexural vibration is given 
by the expression: 
2 Tt 
ae Re, ae , (1) 


where R = the radius of the rod, 
0, = the density of the rod, 
o = the density of the medium, 
7% = the coefficient of viscosity of the medium, 
f =the frequency of vibration. 


By measuring 6, 7 can then be calculated from the expression: 

62 R2 Q if 

oy at (2) 
The validity of this expression for rods vibrating in a gas was checked by Kneser® 
who showed experimentally that: 

(a) The damping of long rods is independent of rod length but varies with rod 
radius. 

(b) 6? is proportional to gas pressure, provided vibration damping is kept small. 

Both a and b are in agreement with Equation (1). 

(c) The ratio 6 (measured) to 6 (calculated) lies about the value 1.25. Kneser 
suggests that this somewhat high value is due to turbulence which is not considered 
in the calculation. 

(d) The radiation damping can be neglected provided k R < 0.1 where k = 2 2/A. 


Apparatus. 
1. Reeds. 


The experiments were carried out using steel reeds clamped at one end and 
excited by a small electro-magnet driven from a decade oscillator. This arrangement 
was simpler and easier to operate than the one used by Kneser. It had the disadvantage 
however that it was not so suited to high frequency vibrations. Various reeds were 
made as listed below. 


Reed | Length | Width | Thickness 
A 4/7 | dee le 
B AY Ps Pe 
G 4” lee! Pant 


The following table shows the calculated frequency values of the first three 
vibration modes of the reeds in air and water, and the corresponding values of k R. 

The acoustic loading depends on the relationship between the wavelength of 
the radiated sound and the linear dimension of the reed, and for a rod it is a maximum 
when 7 =the rod circumference, i.e. when k R= 1. For the reeds, R was taken 
as being half the width. 


2 G. Kirchhoff: Vorlesungen iiber theoretische Physik, Bd. 8, 8. 383. 
3 J. Klemencic: S. B. Wien. Akad. Wiss. 84, 149 (1881). 

4K. Voelz: Z. angew. Physik 2, 67 (1951). 

5 H. O. Kneser: Z. angew. Physik 3, 113 (1951). 
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a 


Reed Fundamental | 2nd mode | 8rd mode | kb, R | ky R | ky R 
fy | fe ts 
eee 

| 
A 260 c./s. 1630 c./s. | 4.57 ke./s.| .023 .142 4 
B E30 Sib oe lal ereeen ee 0075 0475 .13 
C Come 40%. 35 1d es, 0019 | .0119 .03 
Reed | u | B C 

k, R (Water) ..... 0053. s« 00155 .00044 

eh tars fee ve. .033 nee .00275 

et ee, eae nee 0925 | .031 .0077 


Using the criterion that k R must be less than 0.1 in order to avoid radiation 
damping, the above results show that: 

(1) Reed A may be used only on its fundamental frequency in air but up to the 
3rd vibration mode in water. 

(2) B may not be used on the 3rd mode in air. 

(3) C may be used on all modes quoted. 

A rod of length 10 cm. and 125 cm. diameter was also made. This had a natural 
frequency of 170 c¢./s. and the following values for k R. 


| hk, R . ky R | kg R 
AUTRES oy ane 0039 0244 0663 
Water s2-.8e .0009 .0056 0150 
2. Detector. 


A capacity type pick-up was used feeding into a single valve detector the circuit 
of which is given in the Figure. 

The unit is operated by detuning the plate circuit to the critical point where the 
tube has nearly stopped oscillating. Under these conditions the tuned circuit is 


240V | Ey 


! 


‘I+ 


Fig. 1. 


extremely sensitive to capacity changes; a small change in capacity results in a 
relatively large change in plate current. The R. F. Signal is by-passed and the capacity 
modulation appears as a voltage across the load resistor R,. In practice the output 
may be fed directly to an oscilloscope or, after suitable amplification, to a level recorder. 
A similar detector has been used by Richardson and Yousef®, 

A Marconi wave analyser Type T. F. 455, a Cossor oscilloscope and camera, 
and a Bruel & Kjoer level recorder completed the measuring equipment. 


° E.G. Richardson and Y. L. Yousef: Trans. Durham Philos. Soc. 11, 119 (1953). 
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Methods of Measurement. 


In the first method to be used, the output of the detector was fed into the wave 
analyser and the reed driven through resonance by varying the driving oscillator 
in steps of one cycle. It was necessary to retune the analyser for each frequency change. 
From the resulting resonance curve the Q of the vibrating system and hence the 6 
value could be calculated. 

Measurements were also made by recording the decay of free vibrations in the 
reed using the oscilloscope and camera. The steady rotation of the camera spindle 
provided a linear time base and resulted in a trace on the film of the form 
y = Ae*'sinwt. From this 6 could be found by suitably plotting the amplitude 
‘of each cycle. 

In the third method the Bruel & Kjoer recorder was used. Since this instrument 
has a logarithmic response it enabled the same type of decay curve as mentioned 
above to be traced as a straight line. The 6 value of the decay was then calculated 
directly from the slope of this line. 

The resonance curve method was very tedious and relied too much on the long 
term stability of the detector and the wave analyser. The detector especially was 
most unreliable in this respect and frequent resetting during a run was necessary. 
It was difficult to obtain reproducible results to within 5% in the Q values, but 
some reliable values were obtained for all the liquids used and these agreed to within 
2°, with those obtained by the other methods. 

The question of detector stability did not arise in the vibration decay measurements 
since the actual time of recording was at most 3 to 4seconds. The level recorder 
proved the most convenient instrument for this as it provided a direct result and 
the experiment could be repeated many times per minute. The experimental error 
involved in these measurements is considered to be less than 2%. 

The shape of the resonance and decay curves showed no sign of friction-dependence 
on amplitude at the small amplitudes used. 


Discussion of Apparatus. 
1. Clamping of Reed. 

A relatively light clamp was first used, the reed being locked into position by 
a screw. This resulted in large clamping losses and it was necessary to use a massive 
clamp before reliable results could be obtained. A clamp to reed weight ratio of 
approximately 500 was used. Losses could be further reduced by “sweating” the 
reed directly on the mass of the clamp. However, with the rod vibrator, the 
temperature strains set up as a result of this heating process made it difficult to obtain 
vibrations in one plane only. This effect could be reduced by carefully annealing 
the rod. 

2. Detector. 

As mentioned above, the stability of this unit was poor and it could not be relied 
upon to give a constant output, for more than 30 seconds. It gave satisfactory operation 
for decay measurements but was lacking in sensitivity. The maximum gain achieved 
with this detector was 1 volt per picro-farad. 


3. Linearity of the System. 


Before reliable measurements can be made it is essential that the measuring 


system should be linear. , Using a capacity pick-up of area 0.5 sq.cm. placed 1.5 mm. 
from the reed, the detector was found to be linear to within 1% for vibration 
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amplitudes less than 1 mm., and with a pick-up spacing of 4 mm. for amplitudes 
below 0.5 mm. 


Results. 
A. Using small clamp. 
1. Reed B in air. 
A value of 191 +4 3 for the Q of the system at frequency 115.5 c./s. was obtained 
using the photographic decay method. 
At a frequency of 682c./s. (2nd mode vibration) the resonance curve method 
yielded a value of 80 + 5 for Q. 


Referring to equation (1) we should expect Q to increase with frequency. The 
marked decrease in Q must therefore be due to increased clamp losses which, being 
dependent on the energy of vibration, would increase with f. Measurements in liquids 
at this frequency could not therefore be expected to yield reliable results. 


2. Reed B in liquids. 


The results for three liquids are given below. The values quoted were obtained 
by both resonance and decay methods for the first vibration mode and by resonance 
only for the higher frequency. 


Table 1. 
Liquid. | Density gm./cec. | Frequency c./s. Q 6 
Carbon tetrachloride ......... | 1.59 76.8 16.5 19 
54.0 45.0 .O7 
HMthyleaniline  )e'.. 660+ «sles 0.96 89.0 34.0 .0925 
550.0 25.0 E25 
IBCNZON Ok mag de com hee ae 0.88 9125 43.5 .0725 
578.0 35.0 | .09 


The marked change in resonant frequency from 115 and 682 c./s. in air to the 
lower values shown is due to “‘mass loading”’ of the reed by the liquid. This effect 
appears to be roughly proportional to the density of the liquid. 


3. Calculation of n. 


The measured values of 6 in each case are due to frictional damping (6,) + internal 
damping (6,) + support damping (63). Thus 


gd sidp: VOsts bay. 


Using Kneser’s results it is possible to calculate a value of 6, for the vibration 
in air and the comparison of this with the measured value enables 6, to be determined 
for each liquid. 6) thus takes the form of a correction which is applied in each case 
to the measured 6 to give 6,. 


Thus at a frequency of 115.5 ¢./s., 6 calculated from equation (1) gives a value 
-00035; a similar calculation at the 2nd vibration mode yields a value of .00015. The 
measured values of 6 were .0165 at 115c./s. and .039 at 682c./s. It is apparent 
from this that the observed damping in air is due almost entirely to internal friction 
and clamp losses. The effect of the air can therefore be neglected and the observed 6 
for air becomes 6). Applying these same values of 6, as correction to the values of 6 
in the three liquids leads to the following results: 
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Table 2. 
ee eg ee Ss CC 
Liquid. if Q 6 b» 7 (calc.) | 1 by viscometer 
Carbon tetrachloride... 76.8 16.5 19 es .024 01 
| 514 45.0 07 .03 .0047 
bh ylanilines: soccer. a 89 34.0 .0925 .0760 .0093 .02 
550 |. 25:0 125 .0957 .09 | 
Bon ZenGerne anas catetes 91.5 | 43.5 -0725 .056 * 0094 -0065 
578 | 35.0 .09 .05 .029 | 


Note. In the calculation of 7 the value of R in equation (1) is taken as being 
half the reed thickness. 


It was thought earlier that the friction damping would depend on the width of 
the reed, i. e. its dimension perpendicular both to its length and to the direction of 
motion. That this is not the case can be seen by considering the reed as being 
approximately made up of a series of rods laid side by side, each one having a 6, as 
described by equation (1). The whole reed should therefore have ‘the same value 
as any one of the constituent rods. Thus for a reed the relevant dimension, 
corresponding to # in the case of a rod, is the thickness. 


Discussion of Results. 


Table 2 shows that the calculated viscosity values are of the right order but the 
discrepancy between calculated and experimental values of viscosity is much greater 
than was expected. The error in the measurement of Q is considered to be less than 
+3% and + 10% for the lst and 2nd vibration modes respectively. The main 
error therefore lies in the method of calculation. 


In the evaluation of the clamping losses, etc., 6, is measured at specific frequencies, 
i.e. 115.5 ¢./s. and 682 c./s. and it was assumed that it would be the same at the 
lower resonant frequencies in the liquids. This is probably not the case and the error 
involved for the first vibration mode may be as great as 9% in the value of 6,. The 
value of 7 may therefore be in error by as much as 25% for the lower frequencies and 
50% for the higher, but it is thought that, owing to the lack of rigidity of the clamp, 
the addition of the liquid altered the value of 6, by an indeterminate amount, giving 
rise to the discrepancy between calculated and known values of 7. 


It is essential that 6, should be constant at any particular frequency. It should 
also be as small as possible so as to give greater accuracy in the evaluation of 7. This 
was achieved in the second series of measurements by using a heavy clamp. 


B. Using Large Clamp. 


With the new system the apparatus was adapted to enable measurements to 
be done on conducting as well as non-conducting liquids. 


1. Reed B in Air. 


The reed was sweated to the clamp and it gave a resonant frequency of 127 and 
880 c./s. for the first and second vibration modes respectively. At 127 ¢./s. a Q of 
354 was obtained and this value could be reproduced to within 2%. A comparison 
of this with the value of 191 + 3 obtained previously shows the value of using a 
rigid clamp. 6, in this case was found to be .0088. 
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2. Reed B in Liquids. 
(a) Results for water. 


Table 3. 
f | Q ) } | 5» | 7 (calc.) /nby viscometer 
| 
104 42 | .075 | .066 | 0104 010 


The value quoted for Q is the average of several runs made at different amplitudes 
all less than 1 mm. It was noted that the damping appeared to increase with amplitude 
but no definite relationship could be deduced, as at amplitudes > .1 cm. large 
experimental errors were introduced owing to non-linearity of the detector. Streaming 
and turbulence effects were very noticeable at the lower amplitudes. The turbulence 
appeared to cease at a certain amplitude which in some cases could be associated 
with a change of slope of the decay curve. This result could not always be reproduced 
and since it was just inside the limit of the experimental error, no definite conclusion 
can be drawn. The error in 7 is estimated at 10%. 


(b) Results for Benzene and Carbon Tetrachloride. 
These are summarised below and the value for water repeated for comparison. 


Table 4. 
Liquid. | f | Q 6 | OP) | 7 (cale.) | 7 by viscometer 
é | | | 
5 PN ee ye in 104 42 | .075 | .066 010458 ih eth 
Benzene: 2 es ae 107 59.3 | .058 044 .0064 |  .006 
Carbon tetrachloride ..... 90 31 | 101 0924 .013 | 01 
| 


3. Results obtained using a rod. 


As stated earlier, experiments were also carried out using a steel rod instead of 
a reed, almost all the measurements in this case being taken with the Bruel and 
Kjoer recorder. The rod was cut from a knitting needle of high tensile strength and 
hence low internal losses. In this way it was hoped further to reduce 6y. 


(a) Results for Air. 


The average slope of 10 curves taken on the recorder was 5dB/sec., at the 
fundamental frequency of 173 c./s. This corresponds to a Q of 943, a marked 
improvement on the value 534 obtained with the reed. These figures cannot however 
be strictly compared as the two vibrators are of different thickness. Following the 
procedure previously used, 6) = .0032. 


(b) Liquids. 
Measurements were made on water, aniline, benzene, a sugar solution of 


viscosity .055, and a glycerol solution of viscosity .034. 
These results are tabulated below: 


Table 5. 
Liquid. | f Q to} OP 7 (cale.) 7” by viscometer 
Water Ree Ons ers 164 102 -0308 .0278 -0104 501 
Aniline Sacre ao. eee 163 74.5 0522 .039 -0218 .022 
Benzene ences oe 167 143 .022 .019 -0057 .006 
Sugar SolutiOnshieees Ae 162 46.5 .0675 0643 048 .055 
Glycerol solution...... 163 62.2 -0507 0475 O31 034 
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Conelusion. 


(1) The Kirchhoff equation relating 6 and 7 for a vibrating body has been tested 
for liquids over the viscosity range 0.006 to 0.055 and is found to hold true within 
the limits of experimental error. 


(2) It appears that friction damping is independent of the method of clamping, 
i.e. it is the same for a “‘fixed free” as for a “free-free”’ bar. 


(3) The friction damping on a reed depends on the reed thickness and not on the 
width. 


(4) Some of the liquids used show anomalous ultrasonic absorption. Rods in these 
however gave no abnormal damping, the value observed depending on the ordinary 
shear viscosity. The same thing was observed by 8S. Parthasarathy’ for a quartz 
crystal vibrating in various liquids at a frequency of 3.27 Mc./sec. In his case the 
total damping was measured, of which radiation damping would probably be the 
major component. 


* 8. Parthasarathy: Ann. Physik 12, 316 (1953). 
(EHingegangen am 13. Februar 1954.) 


Stromverdrangungsverluste 
in gesehnten, zweischichtigen Stabwicklungen. 


Von H. Sequenz, Wien. 
Mit 2 Textabbildungen. 


Zusammenfassung, Das Nutenstreufeld ruft sowohl in Wechsel- als auch in Gleichstrom- 
maschinen zusatzliche Stromwarmeverluste hervor, die besonders in Stabwicklungen mit gréBeren 
Leiterhoéhen beachtlich sind. Man unterteilt zur Verminderung dieser zusatzlichen Stromwirme 
die Wicklung in voneinander isolierte Hinzelleiter und fuhrt diese so durch die Nuten, daB mit 
jedem Hinzelleiter der gleiche Nutenquerflu8 verkettet ist. 

Die Theorie und Berechnung der Wirbelstromwarme verdanken wir A. B. Field und F. Emde. 
Hier werden ein Verfahren entwickelt und Formeln aufgestellt fiir die Beriicksichtigung der 
Sehnung der Spulen von zweischichtigen Stabwicklungen bei der Berechnung der zusdtzlichen 
Stromwiarmeverluste. Bei gesehnten Ganzlochwicklungen und Bruchlochwicklungen gibt es 
namlich Nuten, in deren Ober- und Unterstiéiben Stréme ungleicher Phase flieBen, neben Nuten 
mit gleichphasigen Strémen in den Ober- und Unterstiben. 


Summary. The slot stray field causes additional current losses both in alternating and direct 
eurrent machines which are particularly considerable in bar windings with conductors relatively 
high. For reducing this additional current losses the winding is subdivided into individual 
conductors, insulated in respect to each other, which are so arranged in the slots that each indivi- 
dual conductor is in terlinked with a slot cross flux of the same intensity. 

We are indebted to A. B. Field and F. Emde for the theory and the mode of calculation 
of the eddy-current heat. The author of the present treatise develops a process and establishes 
formulae for taking into account the chording of the coils of two-layer bar windings for the pur- 
pose of calculating the additional current losses. With the chorded integer-slot windings, and 
the fractional slot windings there are slots in whose upper and lower bars currents of unequal 
phases are flowing, whilst there are other slots in whose upper and lower bars currents are flowing 
of the same phase. 


Résumé. Le champ de fuite de l’encoche provoque des pertes supplémentaires qui sont parti- 
culiérement élevées dans les bobinages en barres & hauteur considérable. Pour réduire ces pertes 
supplémentaires on partage l’enroulement en plusieurs conducteurs, isolés Pun de l’autre, et on les 
arrange dans les encoches de fagon que chaque conducteur individuel soit relié & un flux le fuite 
de Vencoche transversal de la méme intensité. 

Nous sommes redevables a A. B. Field et & F. Emde de la théorie et du mode de calcul de 
la chaleur engendrée par les courants parasites. L’auteur de cet ouvrage développe un procédé 
et établit des formules permettant de tenir compte du raccourcissement du pas des bobines 
d’enroulements & barres & deux couches pour calculer les pertes supplémentaires. Dans les 


Ingenieur-Archiv VIII, 2—3. 14 


208 H. Sequenz: 


enroulements repartis dans lesquels le nombre d’encoches par pdéle et par phase est un nombre 
entier et les enroulements a@ trous partiels il existe, des ou des courants de phases inégales 
circulent dans les barres supérieures et les barres inférieures, & cété des encoches ou ces courants 
sont de la méme phase. 


1. Massivstabwicklungen. 


Wir beschrinken uns bei der Betrachtung der Stromverdrangungsverluste in 
gesehnten Zweischichtwicklungen auf Stabwicklungen und wenden uns zuerst den 
Massivstabwicklungen zu. Dann k6énnen wir fiir das Widerstandsverhaltnis, das ist 
das Verhaltnis der Stromwirmen bei Wechselstrom und Gleichstrom, fiir den Unter- 
stab setzen: 


kyu = @ (€); (1) 
wenn ; 
Gin2&+ sin2é 
9 (5) = © Goya e—cos2é (2) 
und & die reduzierte Leiterhohe 
pa 2n|/% Ty oh, (3) 


sind. a, und h, sind Stabbreite und -héhe und a die Nutbreite in cm, / die Frequenz 
des Wechselstromes in Hz und @ der spezifische Widerstand des Stabes in 2 mm?/m. 
Fir den Oberstab errechnet man 


kyo = 9 (8) + ¥ ©)|(S2h + Ft e087]. (4) 


Hier bedeuten J, und J, die Str6me im Unter- und Oberstab und y den Phasenwinkel 
zwischen diesen beiden Strémen. Somit ergibt sich der Mittelwert des Widerstands- 
verhialtnisses der zweischichtigen Stabwicklung zu 
kny, + ky, i Ti Putt & 
bo ; * 9+ 56 (5) + 5% c08 7}. (5) 
Dieses Widerstandsverhaltnis bezieht sich nur auf jenen Teil der Wicklung, der im 
Eisen eingebettet ist. 


a) Ganzlochwicklungen. 


x) Durchmesserwicklungen. 


Haben wir es mit einer Ganzlochwicklung zu tun, die aus Durchmesserspulen 
besteht, so sind die Stro6me im Ober- und Unterstab ein und derselben Nut der GréBe 
und Phase nach gleich. Aus der Gl. (5) wird dann: 


knw = 9 (€) + p (€), (6) 
weil ja J, =J, und y = 0 sind. 


B) Sehnenwicklungen. 


Baut sich jedoch die zweischichtige Ganzlochwicklung aus Sehnenspulen auf, 
so kommen Nuten vor, in denen nicht mehr die ober- und unterschichtigen Stabe des 
gleichen Wicklungsstranges liegen wie bei den Wicklungen mit Durchmesserspulen, 
sondern es gibt neben Nuten mit gleichphasigen Strémen in den Ober- und Unter- 
stiben auch solche, wo die Unter- und Oberstibe verschiedenen Wicklungsstriingen 
angehoren. 

Abb. 1 zeigt den Spulenseitenstern einer zweischichtigen Wicklung mit 36 Spulen 
oder 72 Spulenseiten in NV = 36 Nuten fiir 2p = 4 Pole. Da der gréBte gemeinsame 
Teiler von Nuten- und Polpaarzahl hier t = p = 2 ist, besteht der Spulenseitenstern 


aus N/t = 18 ungleichphasigen Gesamtstrahlen, die um den Winkel «’ — wy 360° == 20° 
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gegeneinander verdreht sind. Jeder Gesamtstrahl setzt sich aus 2t = 4 gleich- 
phasigen Zeigern zusammen, so daB insgesamt 2 t- oF = 72 Zeiger den Spulenseiten- 


stern aufbauen. Die Bezifferung dieser Zeiger geschieht mit Hilfe des Winkels 


snes a - 360°, das ist der Phasenwinkel zwischen zwei benachbarten Nuten. Dieser 


Winkel « ist hier gleich dem Winkel «’ zwischen den ungleichphasigen Gesamtstrahlen 
des Spulenseitensternes, weil bei den Ganzlochwicklungen t = p ist. 


Ist die Nutenzahl je Pol und Wicklungsstrang g = om eine ganze Zahl, so ordnet 


man die mit o bezeichneten Zeiger von q beliebigen, im Spulenseitensterne nebeneinan- 
der liegenden Gesamtstrahlen dem ersten Wick- 
lungsstrange zu und ebenso die mit o bezeichne- 
ten Zeiger jener gy Gesamtstrahlen, die gegen die 
zuerst genannten Gesamtstrahlen um 180° ver- 
dreht sind. m ist hier die Strang- oder Phasenzahl. 
Wir bezeichnen die Spulenseiten der zuerst ge- 
wahlten Zeiger als positive oberschichtige und die 
Spulenseiten der zuletzt angenommenen Zeiger als 
negative oberschichtige Spulenseiten. In Abb. 1 


ist die Nutenzahl je Pol und Wicklungsstrang fiir 


eine Drehstromwicklung g = cs a Oo, Ca nt =o 


ist. Die Zeiger 360, 180, 190, lo, 200 und 20 
wurden als positive oberschichtige Spulenseiten 
dem ersten Wicklungsstrange zugeordnet, und die bb. 1. Spulenseitenstern einer zwei- 
; ; schichtigen Drehstromwicklung mit 
mit 29 0, 1lo, 280, 100, 27 0 und 90 bezeichneten eM net eed cial ne anit aie 
Zeiger als negative oberschichtige Spulenseiten des Spulenweite von 8 Nutteilungen. 
gleichen Wicklungsstranges gewahlt. Sie gehoren 
Gesamtstrahlen an, die gegen die Gesamtstrahlen mit den Zeigern der positiven 
Spulenseiten um 180° verdreht sind. Die Zeiger der Spulenseiten der einzelnen 
Wicklungsstrange sind verschieden ausgezogen: z. B. voll, gestrichelt und gepunktet 
bei Drehstromwicklungen. Die Zeiger der positiven Spulenseiten werden durch eine 
dickere Strichstirke von den Zeigern der negativen Spulenseiten unterschieden. 
Die Gesamtstrahlen mit den mit o gekennzeichneten Zeigern, die zu den ober- 
schichtigen positiven und negativen Spulenseiten der anderen (m — 1) Wicklungs- 
strange gehdéren, sind gegen die Gesamtstrahlen mit den Zeigern der oberschichtigen 


: 360° 
positiven und negativen Spulenseiten des ersten Wicklungsstranges um ——, 
2 see, 2 3 oo ...(m — 1) ant im Spulenseitensterne verdreht. Bei der Dreh- 


m m m 


stromwicklung in Abb. 1 miissen deshalb die Zeiger 240, 60, 250, 70, 260 und 80 
die Spannungen der positiven oberschichtigen Spulenseiten des zweiten Wicklungs- 
stranges, und die Zeiger 33 0, 15 0, 34.0, 160, 350 und 17 0 die Spannungen der nega- 
tiven oberschichtigen Spulenseiten desselben Wicklungsstranges darstellen. Die 
positiven und negativen oberschichtigen Spulenseiten des dritten Wicklungsstranges 
werden durch die Zeiger 30 0, 120, 310, 130, 320, 140 und 210, 30, 220, 40, 230, 
50 angegeben. 

Bei Zweiphasenwicklungen ist fiir die Errechnung der Phasenverschiebung m ne 
zu setzen, da ja die Zweiphasenwicklung eigentlich eine Vierphasenwicklung ist. 
Die Nutenzahl g je Pol und Strang ergibt sich jedoch mit m = 2. 

Nun sind die oberschichtigen Spulenseiten jedes Wicklungsstranges fest- 
gelegt. Die unterschichtigen Spulenseiten in jedem Wicklungsstrange findet man 

14* 
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folgendermafen: Man verdreht die unterschichtigen Spulenseitenzeiger jener Gesamt- 
strahlen, deren oberschichtige Spulenseitenzeiger soeben den einzelnen Wicklungs- 
striangen zugeordnet wurden, um den Winkel y « gegen ihre oberschichtigen Spulen- 
seitenzeiger im Spulenseitensterne, und zwar rechtsherum oder linksherum. y ist 
die Zahl der Nutteilungen, die eine Spulenweite umfaBt, und « ist wieder der Phasen- 
winkel zwischen zwei benachbarten Nuten. y « stellt somit den Phasenwinkel zwischen 
dem Ober- und Unterstab einer Spule dar. Bei der Verdrehung der unterschichtigen 
Spulenseitenzeiger um den Winkel y « ist zweierlei zu beachten: erstens bleibt die 
Zuordnung dieser unterschichtigen Spulenseitenzeiger zu den Wicklungsstringen die 
gleiche wie die ihrer verlassenen oberschichtigen Spulenseitenzeiger; und zweitens 
andert sich bei der Verdrehung der Richtungssinn der unterschichtigen Spulenseiten- 
zeiger, das heift die unterschichtigen Spulenseitenzeiger, die vor der Verdrehung 
unter den positiven oberschichtigen Spulenseitenzeigern eines Wicklungsstranges 
im Spulenseitensterne lagen, werden nach der Verdrehung um den Winkel y « 
negative unterschichtige Spulenseitenzeiger, und umgekehrt. 

In Abb. 1 sind z. B. die unterschichtigen Spulenseitenzeiger 1 wu, 2u, 18 u, 19 u, 
20u und 36u, die unter den mit den gleichen Zahlen bezifferten oberschichtigen 
positiven Spulenseitenzeigern des voll ausgezogenen Wicklungsstranges im Spulen- 
seitensterne liegen, um den Winkel y « = 8a = 8’ rechtsherum im Spulenseiten- 
stern verdreht worden, so daB also eine Sehnenwicklung entsteht, da y = N/2p = 
= 36/4 = 9 ist. Weil sie positive oberschichtige Spulenseitenzeiger verlassen haben, 
so sind sie nach der Verdrehung negative unterschichtige Spulenseitenzeiger (diinn 
ausgezogen). Und zwar kommen die ihnen entsprechenden unterschichtigen Spulen- 
seiten in die Unterschichten der Nuten 8, 9, 10, 26, 27 und 28, wie Abb. 1 zeigt. Alle 
unterschichtigen Spulenseitenzeiger des Spulenseitensternes, die in den schraffierten 
Zonen liegen, werden um den Winkel y« = 8a=8.’' rechtsherum verdreht, so 
daB, wenn die Richtungssinnéinderung bericksichtigt wird, die Abb. 1 entsteht. 

Man sieht, daB bei gesehnten Wicklungen es Nuten gibt, deren Ober- und Unter- 
stibe von Stromen verschiedener Phase durchflossen werden. 

Zu beachten ist noch, da8 die Bezifferung der Nuten, in denen die Unterstibe 
der Spulen liegen, sich von der Bezifferung ihrer zugehdrigen Oberstaébe um y unter- 
scheiden. 

Berechnen wir nun nach Gl. (5) das Widerstandsverhaltnis der zweischichtigen 
Stabwicklung mit einer um eine Nutteilung verkiirzten Spulenweite, so entnehmen 
wir der Abb. 1, daB es in jedem Strange (q¢ — 1) p Nuten gibt mit Strémen gleicher 
Phase in den Ober- und Unterstaben (y = 0) und p Nuten, wo die Phasenverschiebung 
dieser Str6me y = 60° betraégt. Wir erhalten dann den Mittelwert 

ky = 9 () + y ©. (7) 
Verkiirzt man die Spulenweite um 2 Nutteilungen, so treten (¢ — 2) p Nuten mit 
gleichphasigen Strémen in Ober- und Unterstaben auf, wihrend in 2p Nuten die 
Stréme eine Phasenverschiebung von y = 60° haben. Der Mittelwert des Wider- 
standsverhaltnisses ist dann 


ky = 9 (6) + 2 y (8) 


Allgemein ergibt sich ein Widerstandsverhiltnis bei einer Schrittverkiirzung um 
(NV /2 p — y) Nutteilungen zu 


ky = 9 (6) 4 
solange (NV/2p — y)= q ist. 


qg — 0°25 (N/2 p — y) 
gq 


y (), (9) 
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Ubersteigt die Zahl der Nutteilungen, um die die Spulenweite verkiirzt wird, die 
Zahl ¢ der Nuten je Pol und Strang, betriigt also im Beispiel der Abb. 1 die Verkiirzung 
Z. B. N/2 p — y = 4 Nutteilungen, so finden wir in jedem Strange p (2 q — 4) Nuten, 
in denen die Stréme in den Ober- und Unterstaben um y = 60° gegeneinander in der 
Phase verschoben sind und p (4 — q) Nuten, wo diese Phasenverschiebung y = 120° 
ist. Bei einer Verkiirzung der Spulenweite um 5 Nutteilungen weisen p (2 ¢ — 5) Nuten 
je Strang eine Phasenverschiebung der Stréme von y = 60° auf und p (5 — q) Nuten 
eine solche von 120°. Allgemein ist die Zahl der Nuten je Strang und Polpaar mit 


Le 60° gleich (2q- 3 32 y) und die Zahl der Nuten mit y = 120° gleich 
(ap — 99} 
_ Mithin errechnet sich der Mittelwert des Widerstandsverhaltnisses bei Schritt- 
verkiirzungen gq < (= _ y) = 2q zu 

1°25 q—0°50(5-—y) 


ky = (6) 4 ; v (8). (10) 
Fir den Fall, daB (N/2 p — y) > 2q ist, sind die Strome in den Ober- und Unter- 
staben von p (3 q— a y) Nuten je Strang um 120° phasenverschoben und diese 
Phasenverschiebung macht in p => —y—2 d) Nuten 180° aus, so da der Mittel- 
wert des Widerstandsverhaltnisses angegeben werden kann mit 

hy = y () -— OE PY 9 (8), (11) 


Diese Formel gilt fiir 2¢ < (a5 — y) = 3q. 


Auf die gezeigte Weise laBt sich mit Hilfe des Spulenseitensternes leicht die Ver- 
kleinerung des Widerstandsverhaltnisses durch die Sehnung der Spulen von Zwei- 
schichtwicklungen ermitteln. 


b) Bruchlochwicklungen. 


Die Anwendung dieses Verfahrens auf Bruchlochwicklungen zeigt Abb. 2. Es 
-chandelt sich hier um eine zweischichtige Drehstrom-Bruchlochwicklung mit 27 Spulen 
in 27 Nuten fiir 8 Pole, also mit 9/8 Nuten je Pol und 
Strang. Nehmen wir eine Spulenweite von 3 Nutteilungen 
an, so miissen wir die Zeiger aller unterschichtigen 
Spulenseiten im Spulenseitenstern von den Zeigern der 


oberschichtigen Spulenseiten des gleichen Stranges um den 
t 


Winkel y « = 3« =34 360° = 3% — 360° =340'= 
= 3-4-%’ = 12.’ z. B. rechtsherum wegdrehen, wenn 
wir beriicksichtigen, da der Winkel «’ zwischen ungleich- 
phasigen Zeigern im Spulenseitenstern mit dem Phasen- 
winkel « zwischen benachbarten Nuten durch die 


Beziehung verbunden ist: Abb. 2. Spulenseitenstern 


p po yt * ‘ einer zweischichtigen Dreh- 

C Re o4 i 300 — ear 360° = pit x’. strom-Bruchlochwicklung 

’ ; mit 27 Spulen fir 8 Pole 

Bei dieser Verdrehung um y« = 12.’ bleibt selbst- und mit einer Spulenweite 
verstindlich wieder die Strangzugehorigkeit gewahrt; nur von 3 Nutteilungen. 

der Richtungssinn der Spulenseiten kehrt sich um, das 
heiBt, aus positiven Spulenseiten werden negative und umgekehrt. Zum Beispiel 
kommen die Unterstabzeiger des ersten Wicklungsstranges der Nuten 14, 21, 1, 8 
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und 15 als Zeiger der unterschichtigen negativen Spulenseiten des ersten Stranges 
in die Nuten 17, 24, 4, 11 und 18, und die Zeiger der unterschichtigen negativen Spulen- 
seiten des ersten Wicklungsstranges aus den Nuten 4, 11, 18 und 25 als Zeiger der 
unterschichtigen positiven Stabe des gleichen Stranges in die Nuten 7, 14, 21 und 1. 
Zu Spulen vereinigt werden stets Ober- und Unterstibe desselben Stranges, deren 
Bezifferungszahlen vom Ober- zum Unterstab um soviel zunimmt, als die Zahl der 
Nutteilungen in einer Spulenweite, hier also 3, betragt. 

Nun 14Bt sich aus der Abb. 2 sofort ablesen, daB 18 Nuten Ober- und Unterstabe 
mit gleichphasigen Strémen enthalten (y= 0°) und in 9 Nuten die Stréme in den 
Ober- und Unterstiben um y = 60° phasenverschoben sind. Gl. (5) liefert daher 
fiir den Mittelwert des Widerstandsverhaltnisses die Formel 


18 9 0°75 


Aus allen bisherigen Uberlegungen ersieht man, daB die Stromverdrangungsverluste 
in Zweischichtwicklungen mit massiven Stiiben durch eine Sehnung der Spulen ver- 
ringert werden konnen. 


2. Stabwicklungen mit unterteilten Staben. 


Das Widerstandsverhaltnis und damit die Zusatzverluste sind bei massiven Zwei- 
stabwicklungen zu hoch. Man unterteilt deshalb den Querschnitt der Stabe der Hohe 
nach in voneinander isolierte Teilleiter. Diese werden so verschrankt, da jeder Teil- 
leiter gleich oft in jede Lage des Nutenstreufeldes kommt. Auf diese Weise gelingt 
es, die Zusatzverluste herabzusetzen. 

Sind durch die Verschraénkung oder Verdrillung der Teilleiter eines Stabes alle 
parallelgeschalteten Einzelleiter mit dem gleichen Nutenquerflu8 verkettet, dann 
verteilt sich der Strom gleichmaBig auf die Teilleiter. Fiir den Unterstab einer 
Zweischichtwicklung gilt dann die Gleichung y 


kyu = 9 (6) +“ Fv (13) 


wenn jeder Stab in m tibereinander liegende Teilleiter unterteilt ist. Fiir den Ober- 
stab findet man die Beziehung 


4m?— 1 
kyo = 9 (8) + (€) (“3 — +m? cos 7}. (14) 
Hier ist y wieder der Phasenverschiebungswinkel der Str6me in Ober- und Unter- 
stab. Der Mittelwert des Widerstandsverhaltnisses ist dann gegeben durch 


ky =@ (6) +p (8) (= 2 . cos 7). 


Diese Formel geht ftir m = 1 iiber in Gl. (5), wenn J,, = J, ist. Die reduzierte Leiter- 
hohe € ist natiirlich jetzt mit der Hohe eines Teilleiters zu berechnen. 


(15) 


Fir Ganzlochwicklungen mit Durchmesserspulen, bei denen in allen 
Nuten die Stréme in den Ober- und Unterstiben phasengleich sind, liefert die Gl. (15) 
den Wert: 


ky = 9 (6) +2 + vee. (16) 


Aus dieser Gleichung li8t sich eine einfache Formel fiir die Zusatzverluste im Nut- 
teil der Wicklung ableiten, wenn man fiir 0 S$ = 1:0 angenahert » (€é) ~% 1 + es 4 


1 
und yw (€) x» 3 &* setat. Und zwar bekommt man aus Gl. (16) ky = 1 + = eats & 


so daS man fiir das Verhaltnis der Stromverdrangungsverluste V, zu den Strom- 
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. . “ i 2 
warmeverlusten bei Gleichstrom V¢ schreiben kann: V,/Vg = ee ov d Ein — Es 


Die Gl. (3) liefert fir f = 50 Hz und 0 = 3 Q mm?/m fir 4 — (4 h’. Somit 


sind die Stromverdringungsverluste in Hundertteilen der Ohmschen Verluste 
PEL IT ea (17) 


Zu beachten ist, dais m die Zahl der in einem Stabe iibereinander liegenden Teilleiter 
ist. Bezeichnet man die Zahl aller in der Nut iibereinander liegenden Leiter mit 
nm = 2m, so wird aus Gl. (17): 

ee We nih (2 2), Va) 
Unter h, wird die TeilleiterhOhe verstanden. 

Bei gesehnten Ganzlochwicklungen oder bei Bruchlochwicklungen hat 
man wieder die Tatsache zu beriicksichtigen, daB ein Teil der Nuten Ober- und Unter- 
staibe umschlieBen, deren Stréme phasengleich sind und da8 in anderen Nuten Ober- ~ 
und Unterstaibe eingebettet sind, die von phasenverschobenen Strémen durchflossen 
werden. 

Ks 1aB8t sich leicht ableiten, daB bei einer Ganzlochwicklung mit q Nuten je 
Pol und Strang, deren Spulenweite um (N/2 p — y) Nutteilungen verkiirzt ist, die 
Formel (16) fiir das Widerstandsverhaltnis sich andert in: 


ky =9 (8) + ("3 — NR) ) vO, (18) 


wenn (N/2 p — y) = q ist. Man braucht nur die gleichen Uberlegungen anzustellen 
wie bei den massiven Zweistabwicklungen. 


Bei Schrittverktirzungen q< (ss — y) = 2q erhalten wir 


ky = 9 (8) + (=p — — (N2p — 9) 5) 9 O- (19) 


N : 
Sind die Sehnungen der Spulen noch gréfer, also 2g < (se — y) = 3q, so wird 
der Mittelwert des Widerstandsverhaltnisses 
‘13 m2 —4 m? . 
ky = (8) +(—“Gy— — (N22 — 9) Fe) ¥ (8). (20) 
Die hier gewonnenen Formeln (18), (19) und (20) gehen fiir m = 1 in die Formeln (9), 


(10) und (11) tber. 
Aus den Gl. (18), (19) und (20) lassen sich einfache Formeln fiir die Zusatzverluste 


4 = 1 
herleiten, wenn man wieder fiir y (€£) ~ 1 + gp & und fiir py (&) » 3 §* setzt, voraus- 


gesetzt, daB 0 <= 1-0 ist. Die Stromverdraéngungsverluste in Hundertteilen der 
Stromwirmeverluste bei Gleichstrom sind dann bei Verktirzungen der Spulenweiten 


(N/2p —y)=q: v, = (44-4 — 8:33 app ¥ meh os %. (21) 
N = 
Mit Hilfe der Gl. (19) ergibt sich fiir Spulensehnungen g < (sp — y) Pea W ie 
= (52°77 — 16°66 SEP \m , ha(< “si %: (22) 


N —_ s es 

Die Gl. (20) liefert fiir Schrittverkurzungen 2q¢ < (sp oe y) = 3q die Formel fiir 
die Stromverdringungsverluste 

= (3611 — 8:33 AEE mend (2) %. (23) 
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Fiir die in Abb. 2 dargestellte Bruchlochwicklung berechnet man fiir das 
Widerstandsverhiltnis bei unterteilten und verdrillten Staben nach Gl. (15) die Formel: 


kw = @ (&) + (1°25 m? — 0-383) ¢ (é). (24) 
Auch diese Formel geht fiir m = 1 iiber in Gl. (12). 


Die Stromverdraingungsverluste sind mit den bekannten Naherungen dann 


1% (25) 


Damit sind die Wege gewiesen, die man einschlagen kann, um bei Zweischicht-Stab- 
wicklungen mit unterteilten und verschrankten Staében, also mit Kunststaben, 
das Widerstandsverhiltnis oder die Stromverdrangungsverluste ermitteln zu konnen, 
wenn die Spulensehnung beriicksichtigt wird. 


os 
a 


», = 41°66 m? ha 


Da auch das Hauptfeld durch die Nutéffnungen hereinstreut, werden Wirbel- 
stréme in den an der Nutoffnung liegenden Teilleitern erzeugt. Diese Verluste ver- 
ringert man durch eine Querunterteilung. 


1 Waldo V. Lyon: Heat Losses in the Conductors of Alternating-Current Machines. J. Amer. 
Inst. Electr. Eng. 40, 398 (1921). ¥ 

2 J. Kuéera: O vlivu statorového vinuti na ztraty turbo alterndtoru. (Uber den Einflu8 der 
Standerwicklung auf die Verluste bei Turbogeneratoren.) Elektrotechnicky Obzor 1928, 143, 190, 
255. 

3 H. Sequenz: Der Entwurf von zweischichtigen Wechselstromwicklungen. Elektrotechn. 
u. Maschinenbau 56, 7 (1938). 
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Zur Berechnung der Unterwassertragflache. 
(Ebenes Problem.) 


Von E. Souezek, Wien. 
Mit 1 Textabbildung. 


Zusammenfassung. In der folgenden Arbeit wird die Theorie des ,,Tragfliigels in der nicht 
homogenen Strémung“ auf das ebene Problem der Unterwassertragflache angewendet. Die Rand- 
bedingung der Wasseroberflache wird naherungsweise dadurch befriedigt, daB die Horizontal- 
geschwindigkeit auf ihr durch Spiegelung der Profilsehne mit ihrer Wirbelverteilung bei Erhaltung 
des Drehsinnes konstant gehalten wird. 

Der Einflu8 der gespiegelten Wirbelverteilung auf das Profil wird durch einen Hinzelwirbel 
im Zirkulationsmittelpunkt ersetzt. 

Durch diese Vereinfachungen bleibt das Berechnungsverfahren bei ausreichender Genauigkeit 
ubersichtlich, und wenn man sich mit der ersten N&herung begniigt, erhalt man einfache Formeln. 


Summary. The author applies the theory of the ‘“‘carrying wing in the not-hogeneous flow’’ 
to the plain problem of the underwater carrying surface. The marginal condition of the surface 
of the water is approximately met by the horizontal speed on that surface being kept constant 
by the reflection of the profile chord with its eddy distribution, whereby the direction of rotation 
remains unaltered. 

The influence of the reflected eddy distribution on the profile is replaced by a single eddy 
(whirl) in the center of circulation. In consequence of this simplification the method of calculation 
remains surveyable and sufficiently precise so that the formulae obtained are simple, provided 
that the first approximation is considered sufficient. 


Résumé. L’auteur applique la théorie de laile portante dans un courant non-homogéne au 
probléme plan de la surface portante & immersion. La condition marginale de la surface de Peau 
est remplie approximativement, du fait que la vitesse horizontale sur cette surface est maintenue 


constante par le reflet de la corde de profil avec sa distribution de tourbillon, en laissant inchangée 
la direction de rotation. 
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L’influence de la distribution du tourbillon refleté sur le profil est remplacée par un tourbillon 
individuel au centre de la circulation. 


Grace a cette simplification la méthode du calcul reste claire et sa précision suffisante de 
fagon qu’on obtient des formules simples, pourvu qu’on se contente de la premiére approximation. 


1. Kinleitung. 


Unterwassertragflichen kommen bei verschiedenen technischen Anwendungen 
vor. Gleitboote besitzen vielfach unter dem Wasser Flichenstummel, ebenso sind 
die horizontalen Steuerflossen von Unterseebooten und Torpedos als Unterwasser- 
tragtlachen aufzufassen. Fiir den Verfasser war dieses Problem bei der Entwicklung 
einer neuartigen Freistromturbine von praktischem Interesse. Dariiber hinaus ist 
ein enger Zusammenhang mit der Flugzeugaerodynamik (Doppeldeckertheorie und 
Tragfligel im Windkanal) vorhanden. ; 

Zuerst hat Weinig dieses Problem in zusammenfassender Weise behandelt (Luft- 
fahrtforschung, Bd. 14). Vorerst werden in der folgenden Arbeit die Untersuchungen 
auf das ebene Problem beschrankt, aber anderseits durch 
die Anwendung der Methode der inhomogenen Trag- 
fliigelumstr6mung! eine Verfeinerung der Theorie er- 
reicht. Es soll dabei an diesem Beispiel gezeigt werden, 
daB eine ganze Gruppe von Randwertproblemen der 
ebenen Potentialstromung durch Anwendung obgenann- 
ter Methode in einheitlicher Form naherungsweise gelést 
werden kann. Im vorliegenden Falle wird vorausgesetzt, 
daB sich der Tragfliigel nicht allzusehr der Wasser- 
oberflache nahert (der Abstand soll nicht wesentlich 
kleiner als die Tragfliigeltiefe sein), weil sonst einige Vereinfachungen, die in dieser 
Arbeit vorgenommen werden, nicht mehr zulassig sind (bzw. die Verfeinerung der 
Theorie illusorisch machen wiirden). 

In der Abbildung ist der Querschnitt eines Tragfliigels durch seine Profilmittel- 
linie ersetzt. Es bedeutet: ¢ die Profiltiefe; « den Anstellwinkel des Profils; g den 
Abstand des Zirkulationsmittelpunktes von der Profilvorderkante (der in der unbe- 
grenzten Fliissigkeit mit dem Auftriebsmittelpunkt zusammenfallt, was aber bei 
der Unterwassertragflaiche nicht mehr zutrifft); h den Abstand des Zirkulationsmittel- 


punktes von der Wasseroberflache, wahrend die Gesamtzirkulation mit J” bezeichnet 
wird. 

Den durch die Wasseroberfliche verursachten Randbedingungen wird dadurch 
Rechnung getragen, daB der Druck auf ihr konstant angenommen wird; ihre Ver- 
formung soll aber unberiicksichtigt bleiben, da diese unter den eingangs gemachten 
Voraussetzungen (nicht zu kleiner Abstand von der Wasseroberflache) vernach- 
lassigbar ist. Unter diesen Voraussetzungen mu die Horizontalgeschwindigkeit an 
der ungestért gedachten Wasseroberfliche konstant bleiben. Die Randbedingungen 
am Tragfliigel selbst werden im Sinne der Birnbaumschen Theorie durch eine Wirbel- 
verteilung auf seiner Profilsehne erfiillt. | 

Die Randbedingung der freien Wasseroberflache bzw. der dort konstanten 
Strémungsgeschwindigkeit wird dann dadurch befriedigt, daB die Profilsehne mit 
ihrer Wirbelverteilung an der Wasseroberfliche gespiegelt wird (bei Erhaltung des 
Drehsinnes der Zirkulation), wodurch sich die induzierten Horizontalgeschwindig- 
keiten an der Wasseroberfliche aufheben. 

Eine weitere Vereinfachung kann noch dadurch erzielt werden, daB die gespiegelte 
Profilsehne mit ihrer Wirbelverteilung durch einen einzigen Wirbel im Zirkulations- 


1 Osterr. Ingenieur-Arch. 3, H. 5. 
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mittelpunkt ersetzt wird. Das ist im Rahmen der durch die schon eingangs gemachten 
Voraussetzungen bedingten Anwendungsgrenzen dieser Theorie durchaus zulassig. 


Der die gespiegelte Profilsehne ersetzende Wirbel J’ induziert am Ort des Trag- 
fliigels Zusatzgeschwindigkeiten, die ihrer Gré8e und Richtung nach variabel sind, 
weshalb hier mit Vorteil die Theorie der inhomogenen Tragfliigelumstromung ange- 
wendet werden kann. 


2. Ein Iterationsverfahren. 


In der folgenden Untersuchung werden alle GréBen, die sich auf den Unterwasser- 
fliigel beziehen, iiberstrichen, um sie von denselben GréBen, die sich auf den gleichen 
Tragfliigel in einer unbegrenzten Fliissigkeit beziehen, zu unterscheiden. Wie schon 
im letzten Abschnitt der oben erwahnten Arbeit iiber den Tragfliigel in der inhomogenen 
Strémung, soll sowohl die Profilform als auch die Geschwindigkeitsverteilung sowie 
die Anstellwinkelverinderung durch dreigliedrige trigonometrische Polynome dar- 
gestellt werden. 

Die Variable x durchlauft von der Fliigelvorderkante langs der Profilsehne bis 
zur Fliigelhinterkante die Werte von 0 bis ¢ und steht mit dem Winkel ¢ in folgendem 
Zusammenhang: 


2 = + (1 — cos 9). (1) 
Die Anstrémgeschwindigkeit v = v + Av kann durch das Polynom 


b= Fos (Z +e, cosy + e008 2g) =v + dv (2) 


dargestellt werden, wobei v),, die Geschwindigkeit in der Profilmitte bedeutet. (Diese 
Festsetzung ist folgerichtiger als die in der obzitierten Arbeit, wo das Polynom mit v, 
multipliziert erscheint, da im einfachsten Falle des Streckenprofils mit linearem 
Geschwindigkeitsverlaut die Auftriebsformel gegeniiber dem homogenen Fall un- 
verandert bleibt, wenn man an Stelle von v ¥,., setzt. Infolgedessen ergibt diese 
Festsetzung auch gewisse Vereinfachungen.) Wegen dieser Festsetzung gilt die Be- 
dingungsgleichung 
ey = 2426, (3) 
und daher 
VU = %,5 (1 + & + €, cos + € cos 2 ¢). (2a) 


Fir die Profilform gilt unverandert die Beziehung 


dy P 1 
Go YY = ZT Mo + M1 COS P + Ho COS 2 p (4) 


und als Bedingungsgleichung, daB die Profilsehne in die w-Achse fallt, die Beziehung 


3 
"2= FZ No (5) 
und daher weiter 
dy poe 3 
dx Y = Zo + COSY + | No COS 2 g. (4a) 


Durch die infolge der Spiegelung induzierten Zusatzgeschwindigkeiten tritt eine 
Veranderlichkeit der Anstellwinkel ein, die mit 4a bezeichnet wird. 


Die Randbedingung fiir die Umstrémung der Profilkontur erhalt dann die Form 


dy 
dx 


VU; 
=a+t+da+ 2 


»?’ (6) 
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wobei v,; die durch die Wirbelelemente in der Profilsehne induzierte Geschwindigkeit 
bedeutet. 4« soll in einen konstanten Anteil 6 und einen variablen Ay’ zerlegt werden, 


Axn=p+Ay’, (7) 
welcher naherungsweise durch ein dreigliedriges Polynom darstellbar ist; 
bee 
Ay’ = = Any + An, cos p + An, cos 2g, (8) 


wobei noch verlangt wird, daB zwischen den Koeffizienten dieses Polynoms dieselbe 
Bedingungsgleichung gilt wie zwischen den Koeffizienten des Polynoms (4), also 


3 
An, = = Ano, (9) 
so daB Gl. (8) tbergeht in 
; 1 3 
Ay’ = 3 An + An, cos + 3 Ano cos 2 y. (8a) 
Dadurch geht Gl. (6) iiber in 


Sl 


oder 2 (6a) 
—, — U; 
| : aac aes ee | 
Man kann also formal die Anstellwinkelveranderung Aa in einen konstanten Anstell- 
winkelzuwachs £ und eine gedachte Profilverformung Ay’ zerlegen und in den Formeln 
tiberall an Stelle von 7; 7, und 72; 4; 7; und 7, schreiben, wobei 


N= —Ans m=™m—Am3~ N= N2— Ane (10) 


| 


sowie 

Bie 
Ne = > "No (11) 
gilt. 

Die Koeffizienten dieser Polynome lassen sich aus den von dem gespiegelten 
Wirbel I induzierten Geschwindigkeiten Av errechnen. Dabei sollen wieder die 
Zusatzgeschwindigkeiten in der Profilmitte und am Profilvorder- und -hinterende 
betrachtet werden. Sie werden sinngema&B mit Av,; Avo.; und Av, bezeichnet. Ihre 
Horizontalkomponenten seien 

Av, 3 Ave; | AY, 
und ihre Vertikalkomponenten: 

|Avy; [Avo-g: |Av,; 
gegeniiber der urspriinglich konstanten Anstrémgeschwindigkeit v sind dies kleine 
GroBen, weswegen man mit guter Annaherung schreiben kann 


0 =v + Avy; Vos =v + Avo; vy =v+ Ary, (12) 
und 7 ij 
|Av . poe ash: oe IGE 
At, = i. pb eee lag Aap = ee (13) 


Daraus ergibt sich fiir die Koeffizienten der Gl. (2a) 


Av, — Ar, rae Bag PAY, 5 ae Av, big AoA, 3 eee Fu a | 
oS ee ee rr 4 Vp. oer cy 2” 
0°5 05 0°5 t (14) 
: Avy — Avo-5 
oot 2 Vo-5 ) 


und fiir die Koeffizienten der Gl. (8a) 


218 E. Souczek: 


A& — 2 Aa&.5 + Aa Ao& — Ax 
Ang ve, Xo = r 1 ‘ An, ae 0 : 1 
sowie fiir die Anstellwinkelveriinderung 6 (15) 
A& + 4 Aa, + 401 
p= : . 


Der an der Wasseroberfliche gespiegelte Wirbel T induziert an einem Punkt der 
Profilsehne die Geschwindigkeit 


7. 
Le Doe 
mit ihren Komponenten 
7 2h + (*«—G)e : 
Avis PR andaf {Ao = ay eh (16) 


2% BR? : Qn R® 


wobei R der Abstand des betreffenden Punktes von dem Wirbel bedeutet. A ist be- 
stimmt durch die Gleichung 


R?—= 4h? +4h(x—g) «+(x —g). (17) 
In den Punkten — = 0; 0°5 und 1 gehen obige Gleichungen tiber in 


= 7; 2h+(t—Q9)a% 7. | 


— h—go Fi ; 
Avy => RY? FP; Ay = 2 Ro.5” le 2a R,? ; 
(16a) 
. rat 
—j = Sie Lene apie eee 
ere cea TP Ranigeag ha rari OS ia hee 
R@=4Hh—4hgo+9; RyPx=4h? 4 4h(5 ja +(5—a)> | (17a) 


R2=4V+4h(§—g) «+ (t—gQ). 
Zur Berechnung der GréBen der Koeffizienten ¢,; ¢,;"4j); 4yj, und £ bendtigt man noch 


den Wert von I’ und g. Aus Gl. (13) der Arbeit iiber die inhomogene Tragfliigelumstré- 
mung ergibt sich in unserem Falle 


= 4 = — 
P= 9 § %o-5 (71 — Yo): 


wahrend sich der Abstand des Zirkulationsmittelpunktes aus der Gleichung 

t 

{ yx dx eS bs 

0 ae 2 i ; = yp act : 
ey ET ee TT rvs | (— Yo ctg go + 2 Fasinn 9) (1 — cos ¢) sin yd 
zu 


=a 1 es ze) 
p= {ae (18) 


ergibt. Dabei bedeuten die Werte yy; 7,1; v2... die Koeffizienten der als Fourier- 
Entwicklung angesetzten Wirbelverteilung auf der Sehne des betrachteten Profils 
und sind durch die Gleichungen 


1 eo 
Yo = — 9 [M0 (2 + 5 eq) + 27) &] + (% + B) (2 + 26s), 


mee 
¥o= — | [mo (3 + 4€2) +m &:] + (& +8) es, , (19) 
ue 


# 
1 

VES ere Toes +7 €4); 
4 
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gegeben, welche sich fiir die vorliegenden speziellen Verhaltnisse aus den Gl. (28) 
der zitierten Arbeit ergeben. 


Fir den Auftrieb und das Moment eines Fliigelstiickes (der unendlichen breiten 
Tragflache) von der Breite 6 ergeben sich 


ae = 85 pat! * 2 a is = fe rf 
Ae; 2 ebt= J 009.52 bt {2 (¥p — 71) 81 (Yo = V2) + €3 (29 — ¥1 — ¥3)}5 (20) 


Se Q — a = = — = = 
My = Cm 5 POE = Fe 0 Uy.52bF {2 (yy — 27, + Ye) + &1 (1 2. +473) + | (21) 
+ &(Yo= 241 t 25 273 Ya) }- 


In den Ausdriicken fiir y,; y,; y;..., welche zur Berechnung von I’ und g und somit 
auch zur Berechnung der Koeffizienten ¢,; ¢,; 79; 4, erforderlich sind, kommen diese 
Koeffizienten selbst vor. Daher handelt es sich hier um ein Iterationsverfahren, das 
allerdings sehr schnell konvergiert. 


Zur Berechnung der ersten Naherung wird die Gesamtzirkulation aus der von 
Weinig in seiner Arbeit angegebenen Niherungsformel bestimmt 


ipo JB a to) =e an 1810) oe eee (22) 
ey t i a(14 bCy 2 8h a 
Sah % Sah 


Die Lage des Zirkulationsmittelpunktes fallt in erster Niherung mit der des Auftriebs- 
mittelpunktes bei unbegrenzter Str6mung zusammen; also 


mo ). (23) 


oa 


Cc 


= 1 

g ts On Se t ( 4 a 
Ebenso wie a kann man auch noch die Faktoren 7, und 7, sowie den Anstellwinkel « 
durch den Auftriebsbeiwert des Fliigels in der unbegrenzten Flissigkeit c, und die 


die Profilform kennzeichnenden Grof8en c,,, und a, bzw. c,, ausdriicken. Aus den 
schon oben angegebenen Formeln ergibt sich unter Berticksichtigung von 


GC, =!2 i oe— oe) und — tél, = ¢,,9 + 0:25, 


SiGn one 2 Cy9 == 8 Co 
No = — 4% — fe - ’ ego we 
8 en 25 5 ene OPE (24) 
od 6 Cio. 2 Cao Cm 0 % 
ie re XG eS = ? 


wenn mit c,, der Auftriebsbeiwert beim Anstellwinkel 0 bezeichnet wird. 

Da wegen der guten Konvergenz dieses Iterationsverfahrens schon die erste Naherung 
fiir die praktischen Bediirfnisse ausreicht, sollen fiir deren Berechnung vereinfachte 
Formeln angegeben werden. 


3. Naherungsformeln fiir die praktische Anwendung. 


Wenn man beriicksichtigt, daB ¢,; ¢,; Aj); 47, und f klein gegeniiber eins sind, 
kann man ihre Produkte niherungsweise vernachlassigen. Man erhalt so fiir den 
Auftriebs- und Momentenbeiwert c, und c,, aus den Gl. (19), (20) und (21) 


Ca = — {2(2a—% +m) + 2(26 4 Any—Any) + €1(3 9 — 21) + &2(8 O—T 9+ 411) } 
und 


by = AP (4 — 5 yy +41 +48 + 5 Ar — 4AM — 6 4 (0 2m +m) 4 
+ & (8 % — 13% + 8m)} 
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und unter Beniitzung der Gl. (15) und (24) 


rye) 
Gq = BE {0g + 01 — 81 4.my + &2 (26g — 3 Cag + 12 Cmo)} (25) 
und 
e Opuee Oo Oy) 
Cm eer =e \“ Cn ae rs =a 7 (Ca 3Cao + 16Cm9) a (26) 
+ =P (26, — 3 €a9 + 20Cmo)s, 
wobei 
0,=2(A%5 +4) und 0,=4 (5 Aa, —Aa%) (27) 
gilt. 
Aus den Gl. (12), (16a) und (22) errechnet man 
Vor5 t Ca ene Crate Cao 
Cae cae wire Sh Po." (1 8h 20 ) (28) 
aus den Gl. (13), (16a), (15), (22) und (27) 
t \2 [ 46,,)— , ENO ym) Cael We t \2(10Cmo—T5Cg 2€mo + 0'5C,y 
Ba) a | el ne 
(27a) 
und aus den Gl. (14), (12), (16a) und (22) 
t 
$\2 4 46,9 —cg— 0:6 6,6. =| t ) 1 Ch mee 
oes (er) PP? 4 2 P25 OR) Pot Peat 2a >) (29) 
ay 


Die im Nenner der zuletzt angegebenen Ausdriticke stehenden GroBen Po, Po.;, P, 
sind die Verhaltniszahlen zwischen den betreffenden Abstaénden R und der GréBe 2h 
und ergeben sich aus den Gl. (17a), (18) und (24) zu 


R,2 t m Ca — “ag ees ™m 3 
Hem Pema mai (i +a) 84) + (fa) (i eacee) | 


a % 


Ros” Lee t Cmo Ca = Cao t = Cm . 
Bit Pest oy (1 — 42m) (seen Petes ba 
ae 


a 


ee iy ot 4 Smo Ca — Cao # \2 Cmo\2 
cir Pi— ist gp 8 — 4 aoe le ee 


a 


Der Vollstaéndigkeit halber seien noch verbesserte Werte fiir [’ und g angegeben. 


= EU. € 
Ye mE. {Ca cia CT — = (a 3Cag ile 12¢mo) +3, a Bema), 
0 0 
i re 4 mo — eh J (Ca — Blqo + 12 Omg) + <2 (Cy + 8 Ome) 
ey" 


Cy + 81 — FJ (cq + 4 emo) +B (20g — 8 Cmo + 16 Co) 


4. Ein Zahlenbeispiel. 


Zum Schlusse soll die Anwendung noch an einem Zahlenbeispiel erlautert werden: 
Es wird das viel verwendete Profil N 60 der NACA-Serie zugrunde gelegt, mit den 


Beiwerten c,) = 0°4 und ¢,,) = 0°08, welches bei einer relativen Tauchtiefe a == U2 


und dem Auftriebsbeiwert c, = 1:2 untersucht wird. 
Es ergibt sich aus den Formeln (30) 


P2=1:02, Py f= 1:09, .P2=1-65 
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und weiter aus den Gl. (29) und (27a) 


-&=— 0013; e,=0012; 8,=—O0175; 6, = — 0-283, 


Fiir (72)* erhalt man aus Gl. (28) 


Bos \2 
(72s) = 0,843. 


Setzt man die oben errechneten Werte in Gl. (25) ein, so erhalt man den Auftriebs- 
beiwert 


Cg = 0°89 
und aus Gl. (26) den Momentenbeiwert 
Cm = 0°289, 


(Eingegangen am 5. Mdrz 1954.) 


Uber die Verformungsgeschwindigkeit in der einschniirenden 
Zugprobe. 


Von F. Vitoveec, Minneapolis, Minn., USA. 
Mit 4 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Mit Beginn der Einschniirung einer Zugprobe steigt die Verformungs- 
geschwindigkeit im plastischen Bereich relativ zur Dehngeschwindigkeit der Probe. Die Ver- 
anderung der Verformungsgeschwindigkeit beeinfluBt die effektive Spannungs-Dehnungs-Linie. 
Es wird die effektive Verformungsgeschwindigkeit in der Einschniirung als Funktion der Dehn- 
geschwindigkeit untersucht. 


Summary. With the beginning of the necking of a tensile specimen the strain rate of the 
plastic zone increases with respect to the velocity of elongation of the whole specimen. The change 
of the strain rate affects the true stress-strain curve. The true strain rate in the necking portion 
has been determined as a function of the velocity of elongation. 


Résumé. Avec le commencement de la contraction au cours d’un essai de tension la vitesse 
de déformation dans le champ plastique augmente par rapport 4 la vitesse d’allongement. La 
modification de la vitesse de déformation agit sur la courbe tension-allongement. L’auteur calcul 
la vitesse effective de la déformation comme fonction de la vitesse d’allongement. 


Bezieht man beim Zugversuch die Belastung auf den jeweiligen Querschnitt der 
Probe, so erhalt man unter Voraussetzung einer einachsigen und gleichmafSigen 
Spannungsverteilung die effektive Zugspannung o,;. Diese effektive Zugspannung 
wird vielfach tiber der effektiven Dehnung ¢,,; (Abb. 1, Kurve III) oder tiber der 
Schrumpfung y (Abb. 1, Kurve IV) aufgetragen. In der Einschniirung kann die 
effektive Dehnung unter Voraussetzung der Volumenkonstanz aus der Querschnitts- 
anderung berechnet werden und es ergibt sich ég¢ = y/(1 — yp). Im og-y-Schau- 
bild (Abb. 1, Kurve IV) steigt nach Beginn der Einschniirung die Spannung nahezu 
linear mit der Querschnittsinderung an. Bei grdBeren Verformungsgraden weicht 
jedoch die Verformungskurve meist von der Geraden nach oben ab’. Diese Abweichung 
vom geradlinigen Verlauf wird vielfach darauf zuriickgefiihrt, daB mit Beginn der 
Einschniirung ein mehrachsiger Spannungszustand auftritt? und da wahrend des 


1 P. Ludwik: Bestimmung der ReifBfestigkeit aus der gleichmaBigen Dehnung. Z. Metall- 
kunde 18, 269—272 (1926). 

2 BH. Siebel und S. Schwaigerer: Zur Mechanik des Zugversuches. Arch. Eisenhiittenwes. 
19, 145—152 (1948). — F. Kérber und H. Miller: Die Verfestigung metallischer Werkstoffe 
beim Zug- und Druckversuch. Mitt. Kaiser-Wilhelm-Inst. Eisenforsch. Diisseldorf 7, 181—199 
(1926). 
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Einschniirvorganges die wahre Verformungsgeschwindigkeit stindig zunimmt®: a 
In der vorliegenden Arbeit soll der Anstieg der Verformungsgeschwindigkeit und 
dessen Auswirkung auf den Verformungswiderstand im Gebiet der Kinschntirung 
untersucht werden. , 

Mit Beginn der Einschniirung einer Zugprobe erfolgt die Weiterverformung nur 
mehr in einem Teilbereich der MeBstrecke und es verringert sich das an der plastischen 


t \ 
700 . ie 
| sil 
46y 
> a 
Sz2b 
S 42 
Se 
% a5 10 15 20 & 
f 7 7 Dehnung €9.€, & 
0 Os 10 1Y £0 ef . Get 
Schrumpring W = 
Abb. 1. Verschiedene Darstellungsweisen der Spannungs- 
Verformungs-Linie. 
Abb. 2 (rechts). Ortliche Dehnung éeg¢ als Funktion der 


Gesamtdehnung ¢, fiir Stahl St 37. 7? B 


G7 
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Abb. 3. Anstieg der Verformungsgeschwin- Abb. 4. Einflu® der Verformungsgeschwindigkeit auf 

digkeit wahrend der Einschniirung einer den Verformungswiderstand bei Raumtemperatur bei 
Zugprobe aus Stahl St 37. verschiedenen Verformungsgraden fiir weichen Stahl 

(nach M. J. Manjoine). 


® W. v. Méllendorff und J. Czochralski: Technologische Schliisse aus der Kristallo- 
graphie der Metalle. Z. Ver. dtsch. Ing. 57, 1014—1020 (1913). 

4 Die Annahme, daB die ceg-y-Linie nach Beginn der Hinschniirung bis zu y — 1 (egg 00 ) 
geradlinig verlauft, setzt voraus, daB die Verfestigung do/de fiir y—> 1 dem Grenzwert 0 zustrebt. 
Die oert-y-Linie wiirde sich dann asymptotisch einer ReiSspannung nahern, welche gleich der 
doppelten Spannung zu Beginn der Kinschniirung ist. Nicht nur Zugversuche, sondern auch 
Druck- und Torsionsversuche zeigen jedoch, daB das Verfestigungsverhalten der Metalle nicht 
dieser Annahme entspricht. Die Abweichung der oeg-y-Linie vom geradlinigen Verlauf wird somit 
nicht allein durch den mehrachsigen Spannungszustand im Bereich der EKinschniirung oder 
durch die Erhéhung der Verformungsgeschwindigkeit verursacht. 
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Verformung teilnehmende Probenvolumen bis zum Eintritt des Bruches. Zur Er- 
mittlung der tatsichlichen Verformungsgeschwindigkeit ist die Kenntnis der jeweiligen 
Teilstrecke der Stabliinge, in welcher noch plastische Verformungen stattfinden, 
erforderlich. Diese la8t sich mit Hilfe der Verformungsarbeit ermitteln. 

Wahrend der Einschniirung wird zur Verformung eine wesentlich kleinere, auf 
den gesamten Probeninhalt bezogene Verformungsarbeit verbraucht, weil nur ein 
Teil der Probe die Verformungsarbeit aufnimmt, als wenn das gesamte Probenvolumen 
an der Verformung teilnehmen wiirde. Zur Vereinfachung der analytischen Be- 
handlung kann mit groBer Anniherung angenommen werden, da8 der sich jeweilig 
verformende Stabteil zylindrisch ist. 

Sinkt im Bereiche der Einschniirung die Last um dP, so ist der Unterschied der 
Verformungsarbeiten bei Einschniirdehnung und GleichmaBdehnung auf den Unter- 
schied im bezogenen Volumen zuriickzufiihren®. Es gilt daher die Beziehung 


Vy Go dig =V oo décu: (1) 
Hierbei ist V, das der MeBstrecke entsprechende Probenvolumen. Daraus errechnet 
sich das jeweils an der Verformung teilnehmende Volumen der Probe zu 


dé 
eV a EE (2) 


Aus dem Volumen V und dem zugehérigen Durchmesser der Probe ergibt sich 
jene Teillange der Probe, die sich noch plastisch verformt und daraus die effektive 
Dehnung é. bzw. die effektive Dehngeschwindigkeit. Mit Hilfe von Gl. (2) ist es auch 
moglich, die Form der Einschnirung allein durch Messung der Verlingerung und der 
zugehorigen Durchmesserainderung zu bestimmen?. 

In Abb. 2 ist die Dehnung ¢, als Funktion von ¢é,, fiir weichen Flu8stahl wieder- 
gegeben. Fiir Dehnungen, die groBer als die GleichmaBdehnung «, sind, kann die 
Beziehung ¢) — é.4 durch eine Funktion von der Form 


Li C Ey + k (€ iam é,)% (3) 


dargestellt werden. Fur den gewahlten Fluf8stahl sind die Konstanten C = 1, 
k = 2°95-10° und n= 5'l. Aus Gl. (2) ergibt sich die effektive Verformungs- 


geschwindigkeit é,¢ zu pe OV AV (4) 
oder ; ge 
Fett fe aa y (5) 


G€e4¢/0& JaBt sich entweder aus Gl. (3) oder durch graphische Differentiation aus 
Abb. 2 ermitteln. Fir das gewahlte Beispiel des Flu8stahles ergibt sich fiir das Ver- 
haltnis é/e) der in Abb. 3 dargestellte Verlauf. Es zeigt sich, daB unter den ge- 
gebenen Voraussetzungen die tatsichliche Verformungsgeschwindigkeit bis auf etwa 
den zehnfachen Wert der mittleren Gesamtdehngeschwindigkeit ansteigt. Wieweit 
sich dieser Anstieg der Verformungsgeschwindigkeit auf den Verformungswiderstand 
bei weichem Flu8stahl auswirkt, ist aus Abb. 4 ersichtlich®. Es zeigt sich, daB ftir 
die iiblichen Dehngeschwindigkeiten beim ZerreifBversuch, welche bis zu etwa 
10-2/sec. betragen, der Einflu8 der Erhéhung der Verformungsgeschwindigkeit in 
der Einschniirung auf den Verformungswiderstand gering ist. 


5 F, Vitovec: Uber den Zusammenhang zwischen Verformungsarbeit und dem an der Ver- 
formung teilnehmenden Stabvolumen beim Zugversuch. Berg- u. hiittenménn. Mh. montan. 


Hochschule Leoben 94, 363—366 (1949). 
6 M. J. Manjoine: Influence of Rate of Strain and Temperature on Yield Stresses of Mild 


Steel. J. Appl. Mechan., Trans. ASME. 66, A 211—A 218 (1944). 
(Hingegangen am 11. Marz 1954.) 
Ingenieur-Archiv VIII, 2—3. 15 
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Ein merkwiirdiges Zwélfstabgetriebe. 
Von W. Wunderlich, Wien. . 


Mit 5 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Bemerkenswertes Beispiel eines ebenen Gelenksystems, das in gewissen 
Stellungen verschiedene Freiheitsgrade aufweist. 

Summary. Remarkable example of a plane linkage which in certain positions possesses different 
degrees of freedom. : 

Résumé. Exemple remarquable d’un systéme articulé plan, possédant dans certaines positions 
différents degrés de liberté. 


Kuriositaiten als Prasente sind seit jeher beliebt gewesen. So sei es denn erlaubt, 
dem Jubilar einen kuriosen Mechanismus zu iiberreichen, der in seiner Grundform 
zwar recht trivial aussieht, jedoch auf Grund vorhandener Verzweigungslagen eine 
Reihe von iiberraschenden Metamorphosen gestattet, die sonderbarerweise nicht alle 
denselben Freiheitsgrad der Beweglichkeit besitzen. 


1. Grundform. 


Die in Abb. 1 wiedergegebene Grundform des zu betrachtenden ebenen Ge- 
triebes — der darstellende Geometer wiirde sie als ,,Parallelprojektion eines Wiirfels“ 
ansprechen — besteht dem Wesen nach aus zwei 
kongruenten und gleichgestellten Gelenkparallelo- 
grammen ABCD und A’ B’C'D’, die in ent- 
sprechenden Ecken durch vier parallele Stabe 
gleicher Lange gelenkig gekoppelt sind. Das Gelenk- 
system setzt sich mithin aus zwolf Gliedern zu- 
sammen, von welchen je vier gleich sind: 


ARS 0D mB ier 
BOS DA = B01] DA 2, (1) 
AA SBR = CC = ppt | 


Es enthalt sechs Parallelogramme, die durch- 
aus gleichberechtigt sind. 

Abb. 1. Die Gestalt des Gelenksystems ist bei will- 

kirlicher Annahme von drei von einem Knoten 

ausgehenden Staben — etwa AB, AD und AA’ — vollstindig bestimmt. Hieraus 

ist ersichtlich, daB der Mechanismus zwei Freiheitsgrade besitzt; seine 

Beweglichkeit hingt ja von zwei Parametern ab — etwa den Winkeln BAD und 

DAA’. Diese Tatsache ist eine durch die speziellen Abmessungen bedingte Besonder- 

heit, da ein allgemeineres Zwélfstabgetriebe, dessen Glieder beliebig vorgeschriebene 
Langen haben, nur den Freiheitsgrad eins aufweisen wird!. 


Unser Gelenksystem besitzt nun gewisse Verzweigungslagen, in welchen 
simtliche Stabe (besser gesagt, deren Mittellinien) in eine Gerade fallen. Es ist geliufig, 
dafs ein gelenkiges Parallelogramm beim Durchgang durch eine Verzweigungslage 


1 Die Lage eines Einzelgliedes hangt in der Ebene von 3 Parametern ab und die gelenkige 
Verbindung zweier Glieder bedeutet 2 Bedingungen; ein gemeinsames Gelenk dreier Glieder ist 
zwei Hinzelgelenken aquivalent, entspricht also 4 Bedingungen. Die Lageveranderung des ge- 
nannten Zwélfstabgetriebes mit acht dreifachen Knoten hangt mithin von 12°3 — 8°4 = 4 Para- 
metern ab; wird dabei ein Glied festgehalten, so reduziert sich die Bewegungsfreiheit um 3 auf 1. 
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za einem tiberschlagenen Viereck, einem sogenannten ,,Antiparallelogramm< 
werden kann. Es darf mithin erwartet werden, daB auch bei unserem Zwolfstab- 
system einige der sechs Parallelogramme beim Durchgang durch eine Verzweigungs- 
lage in Antiparallelogramme verwandelt werden konnen. Dies ist nun tatsichlich 
der Fall, und die vier Nebenformen, die auf diese Weise entstehen, sollen im 
folgenden aufgezeigt werden. Sie sind, mit Ausnahme der ersten, keineswegs trivial. 


2. Erste Nebenform: Zwei Antiparallelogramme, 


Die Méglichkeit des Auftretens eines einzigen Antiparallelogramms scheidet von 
vornherein aus, da fiinf vorhandene Parallelogramme zwangslaufig das sechste bedingen. 
Auch die Annahme zweier ,,benachbarter“ Antiparallelogramme ist ausgeschlossen, 
da die Anordnung der vier Restparallelogramme zwangslaufig auf die Grundform I 
fuhrt. 


Ks kommen somit nur zwei ,,gegeniiberliegende‘ Antiparallelogramme 
in Frage. Abb. 2 zeigt eine derartige Anordnung, bei welcher die beiden kongruenten 
und gleichgestellten Antiparallelogramme ABCD und A’ B’C’ D’ durch vier gleich- 
artige und parallele Stibe in entsprechenden Punkten gekoppelt sind. Mit Riicksicht 
auf die einparametrige Veranderlichkeit der Antiparallelogramme und die ein- 
parametrige Richtungsinderung der Koppelstibe liegt wiederum ein System mit 
zwei Freiheitsgraden vor. [hm zur Seite treten noch zwei analoge Anordnungen, 
bei welchen die Vierecke A BB'A’ und 
DCC’D’ oder ADD'A’ und BCC’B 
verschrankt sind. 


Abb. 2. Abb. 3. 


3. Zweite Nebenform: Drei Antiparalielogramme. 


Bei der Priifung der Moglichkeit des Auftretens von “drei Anti parallelo- 
grammen lehrt die Betrachtung der drei Restparallelogramme, daB dieselben einen | 
gemeinsamen Knoten besitzen miissen; andernfalls zieht naimlich die Existenz 
dreier Parallelogramme noch die eines vierten nach sich. 

Sei also ABO DA’ B’ CO’ D’ das fragliche System, das drei Parallelogramme A BCD, 
ABB' A’ und BCC’ B' (mit dem gemeinsamen Knoten B) enthalt; bezeichne ferner D” 
den fehlenden Knoten, der die drei Parallelogramme zur Grundform I erganzen wirde 
(Abb. 3). Zunichst ist festzustellen, daB die Knoten A’, C’ und D auf einer Geraden 
liegen, da jeder von ihnen von D’ und D” gleiche Abstinde hat; aus Symmetriegriinden 
liegen dann auch die Knoten C, A und B’ in einer Linie. 

Damit ist nun die Existenz der fraglichen Nebenform gesichert: Ausgehend von 
einer Grundform, die durch die Bedingung eingeschrankt ist, dai die drei Knoten A, 
B' und C auf einer Geraden liegen miissen, erhilt man sie dadurch, da man die 
Stiibe A’D’’, DD’ und C’D” an der Geraden A’ DC’ spiegelt (Abb. 3); der hierbei 

15* 
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aus D’’ hervorgehende Knoten D’ liegt iibrigens auch auf der Geraden A B’C. Wegen 
der einschrankenden Bedingung fiir die Gelenke A, B’ und C hat die betrachtete 
Nebenform nur mehr einen Freiheitsgrad. 


4. Dritte Nebenform: Vier Antiparallelogramme. 


DaB beim Auftreten von vier Antiparallelogrammen die beiden Rest- 
parallelogramme nicht benachbart sein kénnen, ist an Hand von Abb. 2 leicht ein- 
zusehen: Wiiren namlich etwa A BB’ A’ und BCC’ B’ die beiden Restparallelogramme, 
so fielen die eindeutig bestimmten Antiparallelogramme ABCD und A’ B'C’D' 
kongruent und gleichgestellt aus und es lige Fall Il vor. 


Seien jetzt also etwa ABCD und A’ B’C’D’ die beiden gegentiberliegenden 
Parallelogramme der Konfiguration und M, M’ ihre Mittelpunkte. Wahlen wir 
die Mitte der Strecke M’ M = 2e als Nullpunkt, dann kénnen wir die Ortsvektoren 
der acht Knotenpunkte folgendermafen ansetzen: 

A (e + 2) Ble +), C(e — 2%), D(e—9); (2) 
AM 8 te Ey BY Os), CO eh AD eat, 
Die geforderten Streckengleichheiten AA’ = BB’ = CC’ = DD’ fiihren auf die 
Bedingungen 


Qe+tr—rP=2et+y—-yP=Ge—cv+rP=C2e—y roy, (3) 
die aquivalent sind zu 
e(u= £) = On. (ie i Ose ae a (4) 


Die ersten zwei Gleichungen besagen entweder e = 0 oder r— yz’ || y—y’. Die 
zweite Alternative zieht auf Grund der dritten Gl. (4) weiterhin r — x’ = + (y — yy’) 
nach sich und fithrt damit zu keiner brauch- 
baren Losung: y + y = r’ + by bedeutet namlich 
AB| A'B' und CD | C’D' bzw. AD || A’D’ und 
BC | B’C’, wirde also die Existenz weiterer 
Parallelogramme mit sich bringen. Es bleibt dem- 
nach nur der Fall konzentrischer Parallelo- 


gramme e= 0 (5) 
naher zu untersuchen. 


Betrachten wir in Abb. 4 die benachbarten 
Antiparallelogramme A A’ B’ B und B’ BCC’ samt 
ihren Symmetrieachsen x bzw. y. Die Stibe AA’ 
und CC’ gehen aus B’ B durch Spiegelung an x 
bzw. y hervor, und da sie zufolge e = 0 gegensinnig 
parallel liegen, so mu das Achsenpaar x, y einen 
rechten Winkel bilden. Aus den analogen weiteren 
Symmetrieeigenschaften der Abbildung folgt einerseits, daS die Knotengruppen 
A B'CD' und A’ BC’ D zwei gleichgestellte und konzentrische (verinderliche) Recht - 


ecke bilden, anderseits, daB die Parallelogramme ABCD und A’ B’C'D’ stets 
kongruent sind. 


Das System la8t sich nun ohne weiteres konstruieren, wenn man etwa die Stibe 
AA’, AB und AD so vorgibt, daB A’ auf den Kreis tiber dem Durchmesser BD zu 
liegen kommt. Damit ist nicht nur die Existenz der dritten Nebenform gesichert, 
sondern auch ihr Freiheitsgrad mit eins festgestellt. 
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5. Vierte Nebenform: Sechs Antiparallelogramme. 


Die Frage nach der Méglichkeit des Auftretens von sechs Antiparallelo- 
grammen soll durch direkte Konstruktion entschieden werden. 

Seien etwa die drei vom Gelenk A ausgehenden Stiibe 4B—a, 4D =b und 
AA’ =c willkiirlich vorgegeben. Zur zahlenmaSigen Erfassung des Konstruktions- 
vorganges mag ein Polarkoordinatensystem eingefiihrt werden, dessen Ursprung O 
im Umkreiszentrum des Dreiecks BDA’ liegt? und dessen Nullstrahl durch A geht. 
Setzt manOA = r,OA'’ = OB =OD =r’, und sind a, 6, y die Winkel, unter welchen 
die drei gegebenen Strecken a, b, c von O aus erscheinen (Abb. 5), so werden die ge- 
gebenen Knoten festgelegt durch 
A(r,0), B(r',«), D(r',B), A’(r’,y). (6) 
Die von je zweien der angenommenen 
Stabe aufgespannten Antiparallelogramme 
ADD'A', AA'B'B wid ABCD sind ein- 
deutig bestimmt und konstruierbar und 
liefern drei weitere Knoten, deren Koordina- 
ten sich aus Symmetriegriinden berechnen zu 
Di(r,bB+y), Bir,y+o), C(r,«+ 8). (7) 
Fortsetzung der Konstruktion liefert, gleich- 
giltig welches der drei restlichen Anti- 
parallelogramme erginzt wird, und wieder 
unter Ausnutzung der Symmetrieeigen- 
schaften, in jedem Falle den fehlenden 
Knoten an derselben Stelle Abb. 5. 

C' (r’, o +B +y). (8) 

Damit ist die Existenz der vierten Nebenform nachgewiesen und gleichzeitig ihr 
Freiheitsgrad mit zwei erkannt; nebenbei hat sich herausgestellt, daB sich die 
Knotenquadrupel AB’CD’ und A’BOC'D auf zwei (veranderliche) konzentrische 
Kreise verteilen. Dieser eigenartige Mechanismus, bei welchem — im Gegensatz zur 
Grundform I — gleichartige Vierecke im allgemeinen nicht kongruent sind, wurde 
um die Jahrhundertwende erstmalig von C. A. Dixon angegeben’. 

Aus der durchgefiihrten Konstruktion geht gleichzeitig hervor, dal eine Neben- 
form mit bloB fiinf Antiparallelogrammen nicht existiert, da sich das sechste zwangs- 
laufig einstellt. 


6. SchluBwort. 


Die durchgefiihrte vollstindige Analyse des vorliegenden Zwolfstabgetriebes hat 
ergeben, da neben der aus sechs Gelenkparallelogrammen bestehenden Grundform I 
noch vier Nebenformen II bis V existieren, bei welchen zwei, drei, vier oder sechs 
der Parallelogramme iiber eine Verzweigungslage zu Antiparallelogrammen geworden 
sind. Die nachstehende Zusammenstellung gibt in Tabellenform einen Uberblick 
tiber die verschiedenen Formen und ihre Untertypen, wobei die Parallelogramme 
durch ,,+‘‘, die Antiparallelogramme durch ,,—‘ verzeichnet sind. 

Es ist wohlbekannt, daB der Freiheitsgrad eines Gelenkmechanismus keineswegs 
durch die Anzahl der Glieder und Gelenke vollkommen bestimmt ist, sondern daB 


2 Der Ausnahmefall, das B, D, A’ auf einer Geraden liegen, verlangt eine leicht modifizierte 
Behandlung. 

3 G. A. Dixon: On certain deformable frameworks. Mess. Math. 29, 1—21 (1899/1900). — 
Der Mechanismus wird. ferner ausfiithrlich beschrieben bei G. T. Bennett: The skew isogram 
mechanism. Proc. London Math. Soc. 18, 151—173 (1914). — Ferner bei R. Bricard: Legons 
de cinématique, Bd. Ii, S. 286 ff. Paris. 1927. 
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auch die Abmessungen der Glieder und die Anordnung der Gelenke eine Rolle spielen, 
insofern als spezielle Abmessungen unter Umstiinden eine Erhéhung des Freiheits- 
grades mit sich bringen kénnen. Die tiberraschende Lehre des vorliegenden Beispiels 
liegt nun in der Erkenntnis, da8 nicht 
bloB Anzahl und Abmessungen der 


Gelenkvierecke Freiheits- 
ae grad Glieder und Anzahl und Anordnung 
(6, ¢) (¢, a) (@, 0) Storie os 

der Gelenke — die ja fiir alle fiinf Typen 
it anes se ct oh 2 gleich sind — mafgebend sind, sondern 
Ila oat i rie 2 daB auch die gegenseitige Lage der 
b aoe apes ae © 2 Glieder, also die Situation des Ge- 

c ra erie orcs 2 triebes von EHinflu8 sein kann. 
Ill sees sae a 1 Kine abschlieBende Bemerkung tiber 
IVa Paper Soe hig aps ee l die Realisierung des betrachteten 
b —_— +4 —— 1 Gelenksystems ist nicht ganz tiber- 
. ee fliissig: Versucht man, das Zwolfstab- 
Vv —_— 2 getriebe in seiner Grundform etwa aus 


Metallamellen und mittels HohInieten 
zusammenzufiigen, so gewinnt man bald die Uberzeugung, daB es keine Schichtung der 
Glieder gibt, die die tatsichliche Erreichung der besagten Verzweigungslage zulaBt, in 
welcher alle Stabe iibereinander zu liegen kommen; irgendwelche Stabe werden einander 
namlich stets behindern. Ein trotz dieser Bedenken hergestelltes Modell zeigte jedoch 
ganz unerwartet, daB der Ubergang von der Grundform zu simtlichen vier Nebenformen 
praktisch ohne Schwierigkeiten ausfiihrbar war: Dies liegt daran, da ein ganz geringes 
Spiel bzw. die Elastizitaét der Glieder schon knapp vor der Verzweigungslage ein 
Parallelogramm zum Antiparallelogramm durchzudriicken erlauben. Auf diese Weise 
mag ein solches Modell, als amiisantes Vexiergebilde mit tieferem Sinne dienen. 


(Eingegangen am 5. Marz 1954.) 


Buchbesprechungen. 


Hydraulik. Ihre Grundlagen und praktische Anwendung. Von J. Kozeny. Mit 544 Textabb., 
XI, 5888. Wien: Springer-Verlag. 1953. Geb. S 528.—, sfr. 90.—, $21.—, DM 88.—. 


Bis zur Jahrhundertwende war es berechtigt, einer fast ausschlieBlich auf Empirie basierenden 
Hydraulik neben der damals bereits hoch entwickelten klassischen Hydrodynamik eine gewisse 
Selbstandigkeit zuzuerkennen. Es waren zwar zahlreiche potentialtheoretische Methoden bekannt, 
jedoch lieBen sich diese kaum auf wirkliche Fliissigkeiten anwenden, weil die eigentlichen,- durch 
das Haften der Fliissigkeiten an den Wanden bedingten Randwerte nicht beriicksichtigt werden 
konnten. Als aber vor 50 Jahren Prandtl seine berithmte Grenzschichtbetrachtung anstellte 
und diese von Forschern, wie F. Klein, H. Blasius, R. v. Mises, Th. v. Karman, A. Betz 
und anderen, aufgegriffen und weiterentwickelt wurde, war die Kluft zwischen der klassischen 
Theorie und der bis dahin notgedrungenen empirischen Hydraulik weitgehendst tiberbriickt. 
Allerdings konnten die neuen Gedanken zunachst nur in der Flugtechnik und spater in geringerem 
MaBe im Kreiselradbau Eingang finden, wo sie zur Tragfliigel- und Propellertheorie und schlieB- 
lich zu einer einigermaBen befriedigenden Klarung der Turbulenzerscheinungen, Diskontinuitats- 
flachen usw. fihrten. Der Wasserbau ist dabei wesentlich schlechter weggekommen, was aber 
durchaus verstindlich wird, wenn man bedenkt, da bei natiirlichen Gerinnen die Berandung 
funktional nicht festzustellen ist. 

Der Autor hat sich daher groBe Verdienste erworben, wenn er sich immer wieder bemiuht, 
die heute immer noch in Verwendung stehenden, rein empirischen Formeln wissenschaftlich zu 
fundieren. Er beniitzt dabei die neuesten Forschungsergebnisse und kann auch aus eigener Er- 
fahrung manches beisteuern. Aus den sehr verstiandlich gebrachten mathematischen und hydro- 
dynamischen Grundlagen kénnten Ingenieure, die frither absolviert haben, so recht erkennen, 
was seinerzeit als Hydraulik gelehrt wurde und was man sich heute unter einer modernen 
Strémungslehre vorzustellen hat. Ferner zeigt der Verfasser an Hand der »homologen Systeme‘ 
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sehr eindringlich, wie wichtig die Wahl der fiir dimensionslose Produkte charakteristischen Ver- 
anderlichen ist, wenn das wasserbauliche Versuchswesen auf verlaBliche wissenschaftliche Grund- 
lagen gestellt und mit wirtschaftlich tragbaren Versuchskosten gerechnet werden soll. 

Bei den reichlichen Literaturangaben und vielen Anregungen zur weiteren Vertiefung, die 
der Autor dem wissenschaftlich aufgeschlossenen Leser zu bieten hat, kann man sicherlich dariiber 
hinwegsehen, da8 im Register einige Ungenauigkeiten unterlaufen sind und insbesondere bei 
der ,,StoBgeraden“ nicht eindeutig genug auf Ch. Jaeger verwiesen ist. Dies soll auch nur ein 
Hinweis fiir die bald zu erwartende Neuauflage sein. 

Das Werk, das zu den zeitgemaBesten und wissenschaftlich hochstehenden geziéhlt werden 
kann, wird den angehenden Wasserbauern ein unentbehrlicher Behelf und den ausiibenden eine 
wahre Fundgrube sein. F. Magyar, Wien. 


Vorlesungen tiber Baustatik. Von F. Stiissi. Zweite Auflage. Erster Band: Statisch bestimmte 
Systeme. — Spannungsberechnung. — Elastische Formanderungen. — Stabilitats- 
probleme. — Seile. (Lehr- und Handbiicher der Ingenieurwissenschaften: Band I.) Mit 
336 Textabb., XII, 370 8. Basel-Stuttgart: Verlag Birkhauser. 1953. sfr. 35.90, geb. sfr. 40.05. 


Das vor 7 Jahren in erster Auflage herausgekommene und schon damals hier bestens empfohlene ° 
Buch (vgl. das Referat in Bd. II, 1948, 8. 322/323), das in klarer, gut-verstaéndlicher Weise in die 
oben angegebenen Stoffgebiete der Baustatik einfiihrt, ist durch die nun vorliegende zweite Auflage 
im Umfange nicht verandert worden und hat im Inhalte kleine Verbesserungen erfahren bei 
Behandlung des Dreigelenkbogens und bei Herleitung der allgemeinen Zusammenhiange zwischen 
Tragheits- und Zentrifugalmomenten ebener Flachen. Der Abschnitt ,,Stabilitatsprobleme‘ 
erhielt eine erfreuliche Erganzung durch Aufnahme der Drillknickung nach H. Wagner. Ebenso 
wie in der ersten Auflage ist auch in der zweiten die Beifiigung von Zahlenbeispielen unterblieben, 
doch sind alle Entwicklungen unter Beigabe sauberer Figuren so weit durchgefiihrt, da ihre zahlen- 
mifige Verwertung unmittelbar méglich ist. In einem folgenden Bande ,,Baustatik II‘‘, dessen 
Bearbeitung infolge des Ablebens des Prof. Max Ritter nun auch Prof. F. Stiissi besorgen wird, 
soll das Gesamtgebiet der Berechnung statisch unbestimmter Systeme behandelt werden. 

K. Federhofer, Graz. 


Die Ubersetzungen der Zusammenfassungen wurden vom Dokumentations-Zentrum der Technik, Wien, durchgefihrt. 


+ lke —- Fii Inhalt verantwortlich: Prof. Dr. Franz 
ber und Higentiimer: Springer-Verlag in Wien I, Mélkerbastei 5. —- Fir den 
aan Wien IV, Technische Hochschule, Karlsplatz 13.— Druck: Manzsche Buchdruckerei, Wien IX, Lustkandlgasse 52. 
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Springer-Verlag / Berlin: Géttingen: Heidelberg 


Hochbauten der Eisenbahn. Von Dipl.-Ing. Richard Spréggel, Reichsbahndirektor a. D.., 
Hannover. Mit 266 Abbildungen. VII, 215 Seiten. 1954. (Handbibliothek fiir Bau- 
-ingenieure.) Ganzleinen DM 31.50 


Der Hisenbahnhochbau stellt mit den verschiedenartigen Bauten fir Empfangsgebiude, Stell- 


_werksgebaude, Giiterhallen und Umladebiihnen, Lokhallen und Werkstatten, Unterkiinfte fiir 


das Personal u. a.m. den Architekten vor schwierige Aufgaben. Von den Empfangsgebaiuden 
abgesehen, die unter der Bezeichnung Bahnhéfe jedermann als eine Aufgabe des Architekten 
vertraut sind, vermochten die sonstigen Bauaufgaben der EHisenbahn nicht die allgemeine 
Beachtung zu finden, die sie verdienen. Spiegelten die Eisenbahnhochbauten zu Anfang der 
Eisenbahn die historischen Stilformen im Zeitgeschmack wider, so stellten sich im Laufe des 
Hisenbahnzeitalters dem Zweck gemaBe und eigenschépferische Leistungen an die Seite. An einer 
Wiedergabe von Eisenbahnhochbauten unserer Zeit in Buchform hat es bisher gefehlt. Es wird 
daher das Spréggelsche Buch iiber den Hisenbahnhochbau von grundlegender Bedeutung fiir die 
Arbeit aller derer sein, die sich mit den Eisenbahnhochbauten beim Studium und in der Praxis 
befassen. Das Buch wird auch allen denen etwas zu geben vermégen, die im Betrieb und im 
Verkehr der Eisenbahn den Architekten vor Aufgaben stellen oder sich mit diesen vertraut 
machen wollen. Hs ist als Werk mit allen technischen Daten maSgeblich und als Handbuch dem 
Eisenbahnarchitekten unentbehrlich. 


_Eisenbahnanlagen und Fahrdynamik. Von Dr.-Ing., Dr.-Ing. e.h. Wilhelm Miiller, 


o. Professor und Direktor des Verkehrswissenschaftlichen Instituts der Technischen 
Hochschule Aachen. 


_Erster Band: Bahnhéfe und Fahrdynamik der Zugbildung. Mit 186 Abbildungen. LX, 


326 Seiten. 1950. ae Ganzleinen DM 49.50 


Z weiter Band: Bahnlinie und Fahrdynamik der Zugférderung. Mit 102 Abbildungen. XI, 


356 Seiten. 1953. ; Ganzleinen DM 52.50 


Das zweibindige Werk ,,Hisenbahnanlagen und Fahrdynamik‘* behandelt regelspurige Hisen- 
bahnen. Wahrend der erste Band die Bahnh6fe und die Fahrdynamik der Zugbildung zum Gegen- 
stand hat, befaBt sich der zweite mit der Bahnlinie und der Fahrdynamik der Zugforderung. Hier 
bringen die beiden ersten Abschnitte die Grundlagen und die fahrdynamische Ermittlung der 
Verbrauchswerte der Zugférderung mit Dampf- und Elektro-Lokomotiven. Auf der Grundlage 
der Fahrdynamik werden im dritten und vierten Abschnitt schnell zum Ziele fihrende Verfahren 
bekanntgegeben. Aus letzteren wird die Leistungsfaihigkeit einer Bahnlinie bestimmt. . 
In ahnlicher Weise, wie im ersten Band Verfahren fiir den Entwurf der Bahnhéfe und fir die 
Gestaltung ihres Betriebes bekanntgegeben werden, sind im zweiten Band wertvolle Hilfsmittel 
zur Beurteilung der Planung von Neu- und Umbauten der Bahnlinien und ihres Betriebes ent- 
wickelt worden. 


Taschenbuch zum Abstecken von Kreisbogen mit und ohne Ubergangsbogen. 


Begriindet von O. Sarrazin und H. Oberbeck. Fir Teilung des Kreises in 4002, 
bearbeitet von Max Hofer, Oberreichsbahnrat i. R. (Einband-Titel: Bogen-Tafeln fiir die 
Teilung des Kreises in 400%.) Vierte Auflage (13.—15. Tausend). Mit 39 Abbildungen. 
VIII, 410 Seiten. 1954. Ganzleinen DM 12.— 
Hauptabschnitte: Hinfihrung. Absteckung des Kreisbogens von der Tangente aus. Uber- 
hoéhungsrampe und Ubergangsbogen. Absteckung des Kreisbogens mit Ubergangsbogen von der 
Tangente aus. Absteckung der Bogen durch Polarkoordinaten. Andere Absteckverfahren. Aus- 
rundung bei Gefillwechseln. Behandlung einiger geometrischer Aufgaben. Anhang: Formeln und 


Priifung der Bogenabsteckung und zur Einschaltung von Zwischenpunkten. 


Zu beziehen durch jede Buchhandlung 
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Aufgaben aus der Hydromechanik. Von K. Fedethofer, o. Prof. an “der ect . Be | 
schen Hochschule Graz. 245 Aufgaben nebst Lésungen. Mit 235 Textabbildungen.. Ve 


221 Seiten. 1954. Steif geheftet S 144.—, DM 24.—, $ 5.70, sfr. 24.50 oy 
Ganzleinen S 162.—, DM 27. —, $ 6.45, sfr, 27. 70 a 


tum in reicher Auswahl erschienenen Lehrbiichern nur wenige oder gar keiné Ubungsbeispiele. Den Studierenden fehlt daher 
ein Ubungsbehelf beim Studium der Hydromechanik. 
Das Buch enthilt in 14 Abschnitten 245 Aufgaben verschiedener Schwierigkeitsgrade aus der Mechanik rude aoe 


} 

7 4 

Die wenigen deutschsprachigen Lehrbiicher fiir Hydromechanik enthalten im bopehintze zu den im angelstichsischen Schrift $| 
und bewegter unzusammendrickbarer Flissigkeiten. Die Aufgaben behandeln auBer der Hydrostatik } 
1 


die eindimensionale Hydraulik (Strémung in Rohren und offenen Gerinnen), das Gebiet der ebenen und achsensymmetrischen ; 
Strdmungen reibungsfreier Fliissigkeiten, sowie Grundwasserstrémungen und Fliissigkeitsschwingungen. Von simtlichen Auf- — ps 4 
gaben sind die Liésungsergebnisse mitgeteilt, vielfach zur Erleichterung des Sis pees ale mit mehr oder minder ausftihr- ae 
licher Angabe des Liésungsganges. a Pa ig 
{ 


Flachentragwerke. E Binfihrung j in die Blastostintik der Scheiben, Platten, Gander que aes 
Faltwerke. Von Dr. techn. Dipl.-Ing. K. Girkmann, ord. Professor an der Technischen _ seq 
Hochschule in Wien, wirkl. Mitglied der Osterreichischen Akademie der Wissenschaften. ae 
Dritte, verbesserte und vermehrte Auflage. Mit 308 Textabbildungen. XVII, 558 Seiten. 
1954. Ganzleinen S 398.—, DM 66.40, $ 15.80, sfr. 67Q0 


Sowohl im Stahlbau wie auch im Stahlbetonbau finden heute plattenférmige Bauelemente bzw. flaichenhaft merormiee Trag- — 
werke aus konstruktiven und wirtschaftlichen Griinden weitgehende Verwendung. Ihre Theorie wird in dem Buche ,,Flachen- — 
tragwerke‘‘ behandelt, dessen dritte Auflage eben erschienen ist. Dieselbe weist gegeniiber den friiheren Auflagen wesent- 
liche Erginzungen auf, die sich iiber alle finf Kapitel erstrecken: In den Abschnitten Scheiben und Platten wurden fiireine = 
Reihe von Lésungsergebnissen, die blo8 in entwickelter Form datgestellt waren, nunmehr geschlossene Lésungen aufgestellt; ae 
Ergebnisse in Doppelreihen sind in solche mit einfachen Reihen tiberfiihrt worden. Damit wird die Rechenarbeit wesentlich ver- oy aie! 
einfacht. Weiter ist zu erwihnen die eingehendere Behandlung der kreisférmigen Scheibe, des Plattenstreifens, der Rechteck-- ; 
platten und der Pilzdecken, die Wiedergabe einer vereinfachtén Theorie des Tonnendaches mit Kreiszylinderschale (samt — 
Zahlenbeispiel), die Aufnahme der Ergebnisse neuerer experimeénteller Uierenen ‘tiber die igen und die 


Berechnung eines Faltwerkturmes mit Dachscheibe. : ages = | 


Die Praxis der Farberei. Erfahrungen, Rezepturen und Winke. Von . ad 
Dr.-Ing. F. Weber, Wien, und Dr. phil. F. Gasser, Wien. Mit 347 Textabbildungen. XII, if | 
851 Seiten. 1954. _— Ganzleinen § 660.—, DM 110.—, $ 26.20, sfr.112.70 

. 
i 
| 


Mit diesem Buch haben es die Verfasser unternommen, auf Grund ihrer langjahrigen, in der Praxis erworbenen Erfahrungen — er 
ein ausschlieBlich fiir den Praktiker bestimmtes und fir ihn wirklich brauchbares Werk zu schaffen, das alle wichtigen = 

Fragen der Praxis zusammenfassend behandelt, insbesondere ae und die genaue Beschreibung ausgearbeiteter Verfahren ee 
mit simtlichen Arbeitsdetails, wie Apparatebedienung, Kostenberechnung usw. Besonderer Wert wurde auf die Wiedergabe sin ae | 
von Bildmaterial tiber Maschinenkonstruktionen, Arbeitskizzen, Photos von Mustern aus der Praxis, Anlagen u. 8. gelegt. || 
Weiters findet sich ein Verzeichnis deutscher, englisther und franzdsischer Fachausdriicke sowie eine ee der er 

wichtigsten fiir den Stiickfirber in Frage kommendén Gewebearten. G 


x 


Die neuzeitlichen Textilveredlungs-Verfahren der Kunstfasern. ‘Ergin, | 
zungshand I. Die Patentliteratur und das Schrifttum von 1950 bis Mitte 19638" Vou, 9. | 
Dr.-Ing. F. Weber, Wien, und Dipl.-Ing. A. Martina, Wien. XV, 381 Seiten.1954. = 

Ganzleinen § 348.—, DM 58.—, $ 13.80, str. 59.30 


Infolge der raschen Entwicklung wurde bereits jetzt ein erster Erginzungsband ee der sich in folgende Abschnitte 
gliedert: Die kiinstlichen Fasern; Das Bleichen; Die Firberet; Die Druckerei; Die Appretur; Die Vorbehandiung. Dieser 
Ergaénzungsband ist somit auch in seinen einzelnen Abschnitten als Fortsetzung des Hauptwerkes zu betrachten. Er umfaBt 
die Zeit von 1950 bis einschlieBlich Juni 1953, teilweise sogar auch bis Bnde 1953, und beriicksichtigt zirka 5000 Patente 
sowie zirka 2000 Literaturstellen, die mit dem vollstindigen Titel zitiert werden. Diesmal werden auch belgische, italienische Reer 
kanadische, australische und, soweit méglich, ostdeutscHe Patente yerarbeitet. : ( 7 : tg mI 
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